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1. Schon lange kannte man die Eigeaschaft gleicliseitiger Dreiecke, der zufolge die alge- 
braische Summe der Entfernungen, welche ein Punkt in der Ebene eines solchen Dreiecks voa 
dessen Seiten hat, eine unveränderliche und von der besondern Lage dieses Punktes unabhängige 
Grösse bildet — sie ist der Hohe des Dreiecks gleich — und wusste ausserdem, dass etwas 
ganz ähnliches in Beziehung auf regelmässige Tetraeder für Punkte im Räume gelte, ohne dass 
es gelingen wollte, diejenigen allgemeineren, für Dreiecke und Tetraeder jeglicher Art geltenden 
Lehrsätze zu ermitteln , welche die eben genannten Beziehungen als besondere Fälle in sich 
schliessen. Je natürlicher und unwillkühr lieber aber die Frage nach dieser 1 Verallgemeinerung 
sich jedem darbieten musste, der mit der in Rede stehenden Eigenschaft der beiden regelmässigen 
.Raumgebilde sich beschäftigte, desto grösser mag die Zahl derer gewesen sein, welche die 
Antwort auf diese Frage gesucht haben, ohne sie ku finden. Wenigstens ist, wie schon bemerkt 
wurde, geraume Zeit hindurch von einem Erfolge dieses Stehens nichts bekannt geworden. Und 
in der That darf dieae Erscheinung nicht eben sehr befremden, Denn ohschon es wiihr ist, dass 
die Art und Weisse, wie die meisten allgemeinen Eigenschaften der Dreiecke für gleichseitige 
sich vereinfachen — nämlich dadurch, dass zwei oder mehrere fiir nngleichseitige Dreiecke von 
einander getrennt liegende Punkte hei gleichseiligen in einen einzigen zusammenfallen — dass 
diese Art und Weise, sage ich, auch in iin'iorem Falle sich wiederfindet, so gehören doch die 
Pnnkte, um die es sich hier handelt, nicht la denen, welche auch hei andern Untersuchungen über 
Dreiecke eine hervortretende Rolle spielen, und d^rum gewtjhnlich den Namen der merk- 
würdigen Dreieckspunkte führen. Kein W under daher, wenn sie sieh seihst einem wiederholten 
Nachforschen zu entziehen wussten, wie ich unmittelbar dupch eigne Erfahrung mich zu überzeugen 
Gelegenheit gehabt habe. 

2. Einem Mathematiker Belgiens gelang es, so viel mir bekannt, zuerst, unserm allgemeinen 
Lehrsatz auf die Spur zu kommen. In dem 18. Bande der geschätzten französischen Zeitschrift*) 
welche der wackere Herausgeher J. D. Gergonne fast ein V'ierteijahrhundert ohne Unterbrechung 
fortführte, die aber, wahrscheinlich in Folge der grossen politischen Erschütterungen, im Sommer 
des Jahres 1830 mit den beiden ersten Heften des 23. Bandes einging und später durch das 

*) Annftlei de Malhamaliiiuea purea el aiipliqueea, recueU perlodiqiie redigii el publie par I. i>. Gergonne. 
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Journal de Miithem. pures et appliqn^es etc. par J. Liouville ersetzt wurde, erschieu unter 
dem Titel 

Probtemes et th^oremes sur les polygones et sur !es poly'edres 
eiue Abhandlung, in welcber M. A. Timmermanns, damals Professor am Athenäum lu Doornick, 
für Dreiecke und Tetraeder die Eigenschaft nachwies, welche die Verallgemeinerung der gleich 
anfangs erwähnten Beziehungen bildet. Da aber die Abhandlung überhaupt mehr kurz.e Andeu- 
tungen als Ausführungen enthält, und manche Seite des Gegenstandes sogar ganz unberührt lässt, 
so erscheint eine ausführlichere Behandlung desselbeu auch jetzt noch nichts weniger als 
überflüssig, zumal da mit Grund anzunehmen ist, dass selbst unter denen, für welche der Gegen- 
stand unmittelbares Interesse hat, gar mancher sich behadet, dem die Timmermanus'scbe Abhand- 
lung nicht zu Gesicht gekommen ist. 

Ich will daher die Gelegenheit, welche mir die diesjährige Feier des Siftungsfesles unserer 
Landesschüle darbietet, benutzen, diese ausführlichere Behandlung des Gegenstandes vorzunehmen 
und denselben wenigstens für die Dreiecke zu einem gewissen Abschluss zu bringen. Dabei 
darf ich hoffeUj das in den Anhängen zu van Swinden bereits von mir gelieferte, zu umfassenden 
und gründlichen üebnngen in der Geometrie bestimmte Material zu vermehren und somit Lehren- 
den wie Lernenden einen nützlichen Dienst zu erweisen. 

3. Aber mich leitete bei dieser Wahl des Gegenstandes für das diesjährige Festprogramm 
unserer Pforta noch eine andere Aücksicht. Ich wünschte nämlich zugleich auch demjenigen 
Zwecke solcher Schulschriften gerecht zu werden, welchen man ohne Zweifel vorzugsweise im 
Auge hatte, als man vor einem Vierte! Jahrhundert die Gymnasien unserer Monarchie zu einer 
regelmässigen üerausgabe derselben verpflichtete. Aus der grossen und nichts weniger als immer 
glücklichen Abgeschiedenheit, in welcher unsere Lehranstalten sich früherhin befanden, sollten 
sie heraus und der Oeffentlichkeit und dem Leben näher treten, um ihnen mehr und mehr die 
allgemeine Theilnahme zuzulenken, welche sie als Uildungsstätten der Jugend und somit als An- 
stalten, auf denen im wahrsten und vollsten Sinuc des Wortes die Hoffnungen des Vaterlandes 
beruhen, unbestritten verdienen, sollten sie selbst dazu mitwirken, dass ihre Einrichtungen und 
Bestrebungen auch in weitern Kreisen näher bekannt würden, sollten sie von Zeit zu Zeit eine 
so viel als möglich vollständige Rechenschaft über ihr gesammtes Thun und Treiben öffent- 
lich ablegen.*) 

in genügender Weise lässt sich aber offenbar dieser Zweck nicht erreichen, ohne dass die 
Schule den ausser ihr Stehenden eine so viel als möglich vollständige Einsicht gestattet nicht 
nnr in das zur Entwickeluug und Üebung der Kraft des jugendlichen Geistes angewandte Material 
selbst, sondern auch und ganz vorzüglich in die Art und den Geist seiner Behandlung. Daher 

S) Ba wäre gBwlsB von hesoiiaerem Iiileresse , auf «rimi! der bisherigen Erfiilirungen eine wall r Heils gel reue 
Anlworl xa geben zu suchen auf die Frage: Ob und in wie weit dieser Zweck durch die bisherigen Pro- 
srHinine erreicht worden Isl» Und wenn diese Frage wenigslans nicht unbedingt bejaht werden Mnnle, den 
Umstanden nathüiifurschen, dl« hierbei als schHilllch gewirkt haben, 
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besteht schon seit längerer Zeit die Bestimmung, dass die für die obern Classen gegcbenea 
Themata zu dealschen und latcinischeu Aufsätzen in den Progrummen bekannt gemacht werden. 

Man kann es nur bedaneru, dass für die Mathematik nicht etwas ähnliches geschieht, und 
freilich nicht ■wohl geschehen kann, tUeils weil regelmässige und ausführliche Arbeiten für diesen 
Lehi'gegenstand noch nicht an allen Gymnasien eingeführt sind, theils weil es selten möglich 
sein würde, die Themata zu denselben in der erforderlichen Kürie anzugeben, ohne ein volles 
Verständniss und eine richtige Würdigung derselben ausnehmend au erschweren oder ganz un- 
möglich zu machen. 

An unserer Landesschule bestehen solche Arbeiten. Den Stoff zu mehreren derselben , die 
den Mitgliedern der ersten Classe theils schon vor einer Reihe von Jahren, theils in der jüngsten 
Vergangenheit aufgegeben wurden, bildete die Verailgemeinerung der mehr erwähnten Eigen- 
schaft gleichseitiger Dreiecke, Die nachfolgende Abhandlung soll daher auch dam dienen, — 
ich bitte diesen Gesichtspunkt bei der Würdigung des Ganzen nicht zu übersehen — dass der 
Leser wenigstens im Allgemeinen sich ein Urtheil über Kern und Wesen solcher Arbeiten bilde. 
Ich sage, im Allgemeinen; denn manche Aenderung an dem ursprünglich zur Bearbeitung auf- 
gestellten Material brachte theils die Natur der Sache, theils eine nochmalige üeberarbeitung 
des Gegenstandes mit sieb. 

Dieser letztgenannte Zweck meiner Arbeit war es auch, der den Ausschlug dafür gab, dass 
ich mich bei ilir nicht, wie bei den hciden frühern von mir verfassten Festprogrammen der latei- 
nischen sondern der Muttersprache bediente. 



4. Nimmt man auf zwei Seiten AC nnd BC eines beliebigen Dreiecks ABC (Fig. 1) die 
SegDiente AE, BD von gleicher Länge mit der dritten Seite AB, zieht die unbegränzte, durch die 
Punkte D, E bestimmte Gorade QDES und fallt von einem beliebigen Punkt derselben, N, anf 
die Dreiecksseiten oder deren Verlängerungen die Senkrechten NK, NL, NO, so ist, wenn wir 
den Inhalt des Vierecks ABDE durch V bezeichnen, 

V = NÄB + NÄE — NBD 

^4 (NO + NL — NK) 



Da nun offenbar sowohl der Inhalt des Vierecks ABDE als auch die Länge der Seite c 
nicht die geringste Veränderung durch ein Fortrücken des Punktes N auf der Geraden QS er- 
leidet, so ist klar, dass, wie sehr auch die einzelnen Senkrechten NK, NL, NO ihre Grösse und 
Lage mit der Lage von N ändern mögen, das Aggregat aller drei Linien sich niemals ändert, 

Q V 

eben weil es der Geraden gleich ist, welche durch ■ - dargestellt wird. 
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Wir erbalten demnach den Lehi'saU: 

Nimmt man auf zwei Dreiecksseüen und zwar von ihren nicht gemeinsckafilichen 
Endpunkten aus Segmente von gleicher Grösse mit der dritten Seite, so ist die durch 
die beiden auf jenen erstem Seiten erhaltenen Punkte bestimmte Gerade in ihrer mibe- 
gränalen Länge der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, für welche das Aggregat 
ihrer Entfernungen von den Dreiecksseiten eine unveränderliche Grosse bildet. 

Anmerkung. ITiu änt nOthigen Kürze willen mag eine solclie Gerade kiirfrlg den Nftmen Eoiferannusorl löbTen. 
5. Neben dieser Üiiab Bangigkeit von der besonderii Luge des Punktes N auf QS , welche 
das Aggregat unserer drei Senkrechten behauptet, findet, wie bereits angedeutet worden, auch 
eine Abhängigkeit Statt, nümlich der einzelnen Senkrechten, und zwar nicht hios hinsichtlich ihrer 
Grösse, sondern auch hinsichtlich ihrer Lage und somit des Vorzeichens, das sie als Glieder des 
Aggregates führen. 

Es können aber alle drei Senkrechte additiv sein, oder zwei, oder endlich nur eine einzige. 
Die Regel, nach welcher die Lage des Punktes N auf QS hierüber entscheidet, ist einfach. 
unterscheidet man bei jeder Dreiecksseite eine innere und eine äussere Flanke oder 
Kante — um den hier zweideutigen Ausdruck Seite zu vermeiden — und versteht unter jener 
die den beiden andern Seiten zugewendete, unter dieser die ihnen abgewendete, so lässt sich 
unsere Regel also aussprechen: 

Jede Senkrechte ist additiv, deren zugehörige (auf ihr senkrecht stehende) Seite den 
Punkt N auf ihrer innem Flanke hat, subtracliv im entgegengesetzten Fall. 
Verlängert man daher jede der Seiten eines Dreiecks ABC <Fig. 2) über beide End]iHnkte 
hinaus, so wird dadurch die ganze Dreiecksebene in sieben Felder getheilt, die sich eben durch 
die den einzelnen Senkrechten zukommenden Vorzeichen von einander unterscheiden. Das von 
dem Dreieck ABC selbst gebildete Feld ist dasjenige, innerhalb dessen der Punkt N liegen muss, 
wenn alle drei Senkrechte einerlei Vorzeichen haben sollen, und somit am natürlichsten additiv 
genommen werden. Die drei Felder ZBCü, VCAW und XABY sind diejenigen, wo je eine 
Senkrechte substractiv ist, im ersten nämlich NK, im zweiten NL, im dritten NO; in jedem- der 
drei noch übrigen Felder endlich sind zwei Senkrechte subtractiv, und zwar für ÜCV die beiden 
NK und NL, für YßZ die beiden NK und SO, und für XAW die beiden NL und iSO. 

Anmtrkuiig Ss las»l aicli aitcti ^n dlPüem Beiapiel dLin Vitfiiieer diiuiha^iliih maiben, dass der GebrüitclJ 
SUblriicdver brussun lediglicb dn/u dluni, diu nullilge AUgeineiiilieit zu erJangen 

6. Es ist leicht zu sehen, wie die Eingangs erndhute Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke ein 
besondeier Fall des m (4) entwickelten Lehrsalzes ist Denn wird 4B = 4C = BC, so fallen 
offenbar die den Cntfernungsort bestimmenden Punkte D und E mit C, dei Gegenecku von AB, 
zusammen. Jet^t also kunnen iille die unendlich vielen Geraden, die sich durch C ziehen lassen, 
als Entfeinungsorter angesehen weidm, oder mit andern Holten, die gan^e Dreiecksebene ist 
der geometiische Oit für Punkte von der m Rede stehenden Beschaffenheit. Das bisherige 



y Google 



Viereck ABDE geht jetzt in das Dreieck ABC über; die algebraische Summe unserer drei Senk- 
rechten ist darum = ■ d. h. gleich der Dreieckshöhe. 

7. Die meistea Eigenschaften gleichseitiger Dreiecke haben als Vereinfachungen und somit 
Abschwächungen inhaltsvollerer Beziehungen ungleichseitig; er Dreiecke das mit einander gemein, 
dass man zu einer und derselben von ihnen gelangen kann, indem man von verschiedenen und 
iwar oft recht merklich unter einander verschiedenen Beziehungen nicht regelmässiger Dreiecke 
ausgeht. Dieser Umstand hat in der Natur der Sache selbst seinen Grnnd. Denn in jenen Ver- 
einfachungen muss ja nothwendig ,'Hles abgestreift werden, was seinen Grund und Halt in der 
Verschiedenheit der Seiten und Winkel und der vielen davon abhängigen andern Linien, Winkel 
und Punkte hat, und es können darum, wie jedermann sieht, zwei und mehrere Sätze durch eine 
solche Äbscliwächung ihres Inhaltes gerade das verlieren, wodurch sie bisher von einander ver- 
schieden waren. 

Auch auf unsere in Rede siehende Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke findet das eben Ge- 
sagte Anwendung. Denn es giebt für sie nicht blos die eine bisher näher entwickelte Verall- 
gemeinerung, sondern wenigstens noch eine zweite, welche eine nähere Erwähnung verdient, 

Ist nämlich N ein beliebiger Punkt in der Ebene eines Dreiecks ABC (Fig. 3), bezeichnet 
man dessen Entfernungen NK, NL, NO von den Seiten a, b, c beziehungsweise durch p, , p„ , p„„ 
die zu den einzelnen Dreiecksseiten gehörigen Hüben durch h,, h„, b,„, so ist: 

P' — ABNC n^ ^ A€NA £^, _ AANB , 

h, AABC h„ AÄBC h„, AÄBC 
P; j. Pii + Hl!? =. ABNC + A C NA + AANB ^ AABC ^ . 
h, h„ '*' i],„ AABC AABC 

und wir erhalten so den 

LehisaU Das Aggiogdt der di (i o en e le nan erha un n n de Eut 

fernungen eines beliebigen Punktes in der Ltene e ue D e e ks von d sse ^e te e nzeln 
duich die zu eben diesen Stiteu gehör ^en D e ! sl oben d d ert st de E nhe t gl ch 

Anmerkung 1 Neniien wir der n iiiReii kur ati n bQoevi azw lien 

gebildet mt, die aut emni Dreieck isnile &eiikre(,lil Ode na ndeu Ses gn q 

ao kaiin mun unsern 1 elirsai? muftcbe' Htasi subapiecl] \ diiu mandEli a knnbbgn 

I'uukL so ibi (las \ggLe„al der \ocmal(iuolieiileii »ein d bendEb g bbdao aneon 

der beHonderu Lxge de» l'unktes unablianglge Grdi-'«« 

liiiuerh Uli g 2 Ueber die Vor/eicUen der einsehien üuotleiileii eiil<>cliLid«[ die Lage des Puiikltt^ N In der 
WeNe die wir viirlier (&) Mualiiliilicii erddert haben 

Anmerkune 3 Ohne alle naiieie ErUiileruiig sipbl nian ein, diss für ein gl eieli^ eiliges Dreierk unaer ShU 
daliiii aiiKi.esp[Dt.1ieii »erden kann ü^t Aggretdl der 1 ilferi ungm des P »ktes N Miii d«n Meilen de« ßreietks i$l 
gleicb deinen Holle 

\ iinierkn n e: 4 Von selbst erjceben xicli Aus unserem Sau die beiden bekaniilen Be/.iehunKen 
a> /lebt man jti einem l>reipi,lt drei IransverBilen welche e nen gemeln'-iliafi lieben »u cb^cbiiiLl-.puiikl bafceii, 
80 1-1 dis Ag^rpgBt der drei «^iirdpiKin üic man eiUll wenn min die UjUern Abscbnille Ilfi.lb die iuge- 



y Google 



b^ Doppelt 80 gra^s ala das genannte Aggregal l*.! dasjenige nelchea «nisleht wenn man ila no hisbfr die 
Untern Absclinitle »landen durcliueg die zugehurigen obi^rn sel£l 
4,ninerkung ^ Nähere Bpaclilung verdien! dte \ erschtedenbeil der beidtn zuletjit geninnteri Ternlonen ton 
Qttolientbn binsicbllicL der Bpatimniiing der Vorzeichen ihrer einzelnen blieder Für die unleren d h diejenigen 
(tuollenlen, deren Zahler die ui lein AJiBEbnItle der TrantveTsalen bilden Ist die Regel nach der sieb das V orjietclieli 
jedes Gliedes beatlmml duribHUB dieselbe wie für die Normalguolienlen (Inmerk 1) und die eimielnen Senkrecbltii 
einer in einem EnirernnngBDrte gehitiigen lernlnn 

Nlcbt ao Ut es bei den Quotienten wo diu obern Abscllnilte der 1 rans> ersalen erscheinen und die man darum obere 
nennen kOnnte Hier gewinnt man die nach den V orjieichen der einzelnen Glieder terschiedenen Felder (5] uicbt 
duicb die Dreiecksselten und deren Gerinn gerungen sondern durch diejenigen Geraden «eiche m'jn mit diesen Seiten 
parallel durch deren GegenecRen zieht Es isl nicbl Bch«pr sLch lon der Hiihliekell dieser Bestimmung za über 
zeugen und d.*riim eine ntheri Erdrlerung um s e 7ii begründen ubprAuislg 

8 Der lu dem vorhergehenden Paragraph mitgethtilte Lehrsatz scheint bisher nicht die 
Beachtung gefunden zu haben, die er verdient Mehrere freilich schon iiut andern \\ Lgen ge 
tundene Beziehungen lasf>en Mch durch stine Hülfe ungemein leicht und unttch herleiten 
Wir wollen dies an einigen Btif-pielen uachweiäen 

d Fallt der Punkt N zui^ammen mit dem Mittelpunkt des innom Kreise», dessen Radius r ist 
so giebt unser Satz sofort 

'+'+'= 1, als. J- =1+1+1 
n, h„ h,„ r u, b,, h,„ 

d. h. in jedem Dreieck ist der reciproke Werth vom Radius des innern Berührungskreises so 

gross als die Summe der reciproken Werthe von den drei Dreieckshöhen. 

b. Liegt dagegen N in dem Mittelpunkte des zur Seite a gehörigen äussern Berührungs- 
kreises, dessen Radius r', so haben vciri wie man ohne alle weitere Erläuterung sieht, 

r'i r' . r' , , 1 I _i_ 1 _i_ ' 

h, h„ b,„ ' r, h, b„ h,„ 

und in ganz ähnlicher Weise erhält man, wenn v" und r'" die Radien der su den Seiten b und c 
gehörigen äussern Berührungskreise bezeichnen, 

r„ h, h„ ^ h,,, 

d. h. der reciproke Werth vom Radius eines äussern Beruh rungskreises ist so gross als der 
Ueberschuss von der Summe der reciproken Werthe von den beiden Höhen der nicht zugehörigen 
Seiten über den reciproken Werth der dritten, 
c. Daher ist auch: 

J^=i+L + J_ 

r 1", r„ r„, 

A. h. der reciproke Werth vom Radius des innern Berührungskreises ist so gross als die Summe 
der reciproken Werthe von den Radien der drei äussern. 
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i. Fällt N zusammen mit dem Mittelpunkt des äussern Kreises, dessen Radius R, so ist 
unserem Satze zufolge: 

R.cosA , RcosB , RcosC . 



\ 



und demnach, da, wie bekannt, 

h, =: 2 R siu B sin C etc. 

auch 

2 sin A cos A + 2 sin B cos B + 2 sin C c 
4 sin A sin B sin C 

oder 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 4 sin A s 

e. Ist N der Holicndurchsciinitt des Dreiecks, so hat man 



2 R sin B siu C ^ 2 R sin A. sin C ^ 2 R sin Ä sin B 
oder 

cotg A cotg B + cotg A cotg C + cotg B cotg C =^ 1 

und hieraus durch Multiplication mit 

tg A . tg B . tg C 
tff A + tg B + tg C = tg A . tg B . tg C . 

f. Hat N eine solche Lage, dass (Fig 4) 

NÄB = NBC = N^A = « 
(N bildet in diesem Falle den gemeinsamen Durchschnitt der Peripherieen derjenigen 
drei Kreise, von denen der eine die Seite a znr Sehne und h zur Tangente, der andere 
b zur Sehne und c zur Tangente, der dritte c zur Sehne und a zur Tangente hat) 
so ist 







P. 


= NK = 


NB sin o 








P" 


= NL = 


NC 


. sin 


<, 






P" 


, = NO = 


■■ NA 


.sin 


«, 


NB 


. sin 

h, 


o , NC . sin , 


- + 


NA 


. sin« 




NB 


^ + 


NC , NA 


, = ' 


„S.C 


«(1) 




NB = 








sin« 
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siQ BNC sin € 

"'" ~ , sin ß 

Sin A 

Deing'emäss verwandelt sieb unsere Gleichung (1) in 

a , b , c 

r . ■ ., ■ -p-v ■■ — i-+ -— ..--ö- = cosec-tt 

h,, . sin L h,„ . sm A h, , sm b 

oder nach bekannten Beiiehungen, in 

2 R sin A , 2 R sin B , 2 R sin C 



= cosec^c 



2 R sin Ä sin^ C ' 2 R sin^ A . sin B 2 R sin* B sin* C 
ilas ist 

cosec^ A + cosec' B + cosec'^ C = cosec' a (2) 
Und liier aus 

1 + cotg^ ß = 1 + cotg'^ Ä + 1 + cotg* B + 1 + cotgs C 
oder 

cotg^ a = cotg- A + cotg* B + cotg^ C + 2 

= (cotg A + cotg B 4- cütg C)^ wegen 
der in (e) nachgewiesenen Beziehung, 
also 

cotg a = cotg A + cotg B + cotg C (3) 

Anmerkung. Die beiden in den fileicliungen (_21 urnl (S) dargestempn beiuerliensiteiitien Be/kliuiigen /nisclien 
dem Winkel f und ifJ» DielecftflwlnKel» fand ^aei^t der hchunnle Herausgeber des JaurnHJ s für ftlalheniHlik, \ L Crelle 
und tUHChle nie bekannt In der Scbrin l'eber einige eigensiliallen des gerndlitLl^rn Drelecki Berlin ISIS 

Welcbe wesemliehen Dienste KUf Vereinfacliung des Bevieisea für diese Elgenecliaft der Ilrelecke unser Satz ge- 
wäütt, wird man am besten ermessen können wenn man den vorstellenden Beweis mil dem in dar genannten scbrlfl 
Cpag. 14 sqq) befindliclien verglelolit. 

g. AN werde verlängert bis Jum Durchschnitt mit ßC in G , setzen Wir BG = a', CG = a", 
BAG = A', CAG = A", hehalten aber für NJj ijnd NO die bisherige Bezeichnung p„ und p,„ 
bei und nehmen endlich an, dass a' ; a" = m : u sei. 

Einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke zufolge ist nun: 
p,,, : p„ = sin A' : sin Ä" ^ a' b : a" c 

= ni n a' b : m n a" c 
^ m b : n c, also auch 

^■-1. : P" = m b . h„ : n c h„, == 2 m A = ^ n A 
= m : n 
= a' : a" 
und wir gewinnen so den 



y Google 



Lehrsati: Nimmt man in dor Ebene eines Dreiecks einen beliebigen Punkt, so ver- 
halten sich die zu ihm gehörigen Normalquotieuten je zweier Seiten wie die diesen beiden 
Seiten anliegenden Segmente, in welche die dritte Seite durch die Gerade getbeilt wird, 
welche die Gegenecke dieser Seite mit dem in Rede stehenden Punkt verbindet. 
U. Dorch Hülfe des eben ausgesprochenen Satzes lassen sich manche Aufgaben leicht lösen, 
die ohne seine Anwendung mancherlei Schwierigkeiten darbieten würden. 

Würde z. B. verlangt, man sollte in der Ebene eines Dreiecks den Punkt finden, für welchen 
die Normal quo tienten der drei Dreiecksseiten in einer solchen gegenseitigen Beziehung stehen, 
dass der eine n mal so gross als die beiden andern zusammen und von den letztern der eine r 
mal so gross als der andere. 
Sollte also 



fe = "fc 



t + 1 

nehme auf dieser N so, dass AN = — . . AG . In N hat mau deu g;esuchten Punkt. 
Deun es ist: 

pL. fc = BG : GC = 1 : r . femer 
n,„ li,, 



Jt 



GN 



li, GA u + 1 ' ■""" 

-4-T + r . -E^it + . f^ = ), mithin 
1+1 h,„ 1|„, 



(r+i)r 



h,„ (u + 1) (r + 1) 



li„ (n + 1) (r + W 

(tu 4- f»l\ — ° ( r + 1) — ° ,= El 
U„ h„,7 (0 + 1) (r + I) n + 1 h, ■ 
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10 

i. Die drei Transversalen AD, BE, CF (Fig. 5), welche durch die Beriihruugs|iuul^te des 
innem Beriihrungskreises Lestimmt werden, haben bekanntlich einen gemeinsamen Durchschnitts- 
punkt; bezeichnet man die zu diesem Punkt N gehörigen Normalquotienten der drei Seiten a, b 
und c beziehungsweise durch q, , q„, q,„, so ist weil AE = ÄF ^ J (-■ a + b + c) etc. 

q„:q, = — a + h + c:a — b + c 
qri< = tbi^a — b-[-c:aH-b — c 
q,„ + q„ ■■ q" ^= 2 "^ '■ "^ + ^ — ^ 

q.« + q„ : q, = 2 a (- a + b + c) : (a - h + c) (a + b -- c) 
q.« + q„ + q, : q, = 2 a (- a + b + c) + (a - h + c) (a + b - c) : (a - b + c) (a + b - c) 
also 

2 a (- a + b + c) 



,, ' -r (j „ k ^ „) (, + I, _ „) 



und in ähnlicher Wei 



L =, I j. 2 b (a - b + c) 

q„ "^ (- a + b + c) (a + b - c) 

1 , , 2 c . (a + b - c) , , 

q,„ ^ (- a + b + c) (a— b + c)' 

I_l__l__ 2 a (- a + b + c) ' + 2 b (a — b + c)' -(- 2 c (a + b - c)' 

q. q., q.,. (- a + b + c) (a - b + c) (a + b - c) 

Nun ist aber: 
a(— a + h + c)' + b(a — b-)-c)' + c(a + b— c)'=4abc — (— a+b + c)(a — b+c)(a + b--cl, 
demnach 

l+l_-i.i_=iij. 6 abc - 2 (^ a + b + c) (a - b + c) (a + b - c) 
q, q., q», (- a + b + c) (a - b + c) (a + b - c) 



16A" 
ibc a + b -H c 1 + 4 R 

_ r-l-4B 
r 

nnd weil in jedem Dreieck 

r + 4R = r' + r" + r'" 
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soist: i + L+ l_^ r' + r" + T'" 

d. h. io jedem Dreieck ist tur den Punkt, in welchem sich die durch die Berührungspunkte des 
iunern Kreises hestimmten Transversalen sclineiden, die Summe der reciproken Werthe von den 
Normalquotienten der drei Seiten so gross als der Quotient, den man erhalt, iveun man die Summe 
der Radien von den drei äussern Beriihrungskr eisen durch den Radius des innem dividiert, 

k. Nimmt man (Fig. 5) BD' = CD, CE' = AE und AF' = BF, so bilden bekanntlich 
D', E', F' die Punkte, in denen die einzelnen Dreiecks selten von den ihnen zugehörigen äussern 
Berühruugskreisen .berührt werden; die Transversalen AD', BE', CF' haben auch einen gemein- 
samen Durchschnittspunkt. Nennt man für diesen Punkt N' die Normalquotienten der Dreiecks- 
seiten ,ij, „q und ,„q, so ist: 

„q:,q = a— b + c; — a+b + c 
ml :„q = a + b — c:a^b4-c 

'i'l + »,q : ,/q = 2 a : a — b + c 
"-q + „q:,q=2a:-— a + b + c 
'"'\ + »q + ,q ■■ ,q = a + h + c : — a + b + c, also 
_ __ a + h + c 



a + b+c 



-, und daher 



b + c) (a -- b + c) (a + b — c) 
(a + b + c)^' 

16 A- 



Va + b + c/ 

d. h. Für denjenigen Punkt N' in der Ebene eines Dreiecks, in welchem sich die Transversalen 
schneiden, welche durch die Punkte bestimmt worden, die die Dreiecksseiten mit den Peripherieen 
ihrer äussern Berührungskreise gemein haben, sind die drei Normalqnotienten so beschaffen, dass 
ihr Produkt gleich ist dem Quadrat des Quotienten, den man erhält, wenn man den Durchmesser 
des Innern Kreises durch den D rei eck sum fang dividiert. 
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Anmerkung 1. Zwei solche Punkte ule \ und \ (Fig 5) die tiPide UurcbsrhniiifipunUp von golclien Ttaor, 
vergHlenlemianen sind van denen die p\ne aus d^r andern dadurcli iiergelellel lat daia m/m die Seitensegmenie 
»' , a" unter einander verlaaselil eben sa b b und c e wollen nlr elt ander zn ^eordiiule oder zu «in 
ander gehörige Punftl» nennen 

AnDierku,nB 2 Man konnte die Punkte N und V norb naher ala mlcho bezeichnen die in Beziehung auf 
die 8e ileuaegmenle einander zugeordnet «tnd um sie >on denen zu untersrheiden für nelclie etwas ahn 
liches hinsiclitlicb der Winkelsegmenle gilt Punfttenpaare der letzlern \t\ bilden die gemein» im en I 
punkte v#n je zwei solvlen Iransvpraalenternionen von denen die ein 
ist, dasa bei lelAleren in abnlicbei W eiae wie man vorhin die Seitenai 
Segmente A', A" elc verlauscbt worden sind Uats die so entstandene 

HCliaftlicben Unrchsrbnltl^pui kt haben musa iio die er«(e ihn bat ist eine bekannte Eigenset 
lUUtelpunki des äussern hrelsea nnd dei Htthendurclmchnill Jedes Dreiecke bilden ein 
punkte mSgen sie der hurre halber belssen — Fine nlel l geringe Ani'atal drr / 
Behauen dieser beiden Put kle kommen Ihnen als Cegrnpunkle zu Min bat d eien Umstand bisher zu « «mg beachtet 
Anmerkung i Die Gegenpnnkle verdienen diesen ihren Namen auch darum neil ein genibsei Gegens<il? 
zwischen ihnen immer slallAndel 

Dies gilt namentlich für ihre Entfernungen von den Dreiechaaeiten Das VerhiltnlBS dieser En feniungen loi 
/wfli Seilen ist für den einen \on zwei Geget punkten sleta das umgekel rle oder enlt,«gengeseutp \on dem fflr dei 
andern In eini-einen Fallen greift dieser Gegensatz noch »euer wie / B bei dem Schwerpunkt und se nem Ge 
genpunkt Denn wahrend Jener wie selion LHuilier in der gebaltrelchen Schnfl 

De relatione mutiii capacltatis et terminorum figurarum ^art^vlae IT'^ä pag lO "niii 
gezeigt hat derjenige Punkt In der Ebene eines Dreiecks ist für welchen de ftuadra »unime seiner Entfernungen \oii 
den Ecken ein Klelnslei lat gltl ule apjlpr gefunden nurde dasselbe für die Quadrate der Entfernungei dt.s fleeeti 
punktea von den Dcel eck «selten 

Ein einl^clier Elemenlarbew eia dieses letzteren Salzes ist folgendtir 

Es sei S der Schwerpunkt des Dreieck« 4BC (Fig 7a) S' sein Cegpni unkl * o jed m dersell nn iiehe man Senk 
rechte auf die Dreiecks seilen ist nun SAB = S AC = A , und SAC = s AB == A , »o haben nir 
SL S L = AS . AS' . sin A' sin A" = SN . S'N', 
ai-o S L 1 S'N' = SN : SL == h,„ : h„ = b : c 

wo h„ und h,„ die zu den Selten b und c gehSrigen Höhen und demnach bekannlermassen Sl. ■=- ^ b„ und 

)lsu S'K' ; S'L' ; S'N' -^ a : b : c 
S'N' = n . c, 

also 2 A S'L'N' = S'L' . S'N'. sin N'S'L' = n"- b c sin A, also 
A S'L'N' ^ n-. A, und eUen so 

A S'K'N' = n^ A = A S'K'L' = A S'L'N' 

Demnach ist S' der Schwerpunkt des Dreiecks K'I.'N' und duber, weiiu O ein lifiliebiger Punkt in der Ebene 
dieses Dreiecks, __ 

S'K'^ + S'L'^ + »'N'"* = ÖK'^ + ÖL'^ + ON''' - 3 OS'^ 

Dagegen ist, wenn OP, OQ, OB die Senkrechten von O auf die Dreiecks seilen sind, 

"ÖP^ + Oft" + ÖR" = ÖK^^ + ÖD" + ÖN'" — (FK^* + ^^ + ÜN'*) 

Nun bilden aber PK.', QL', RN' die Orthoganalpraj«clionen des gemeinsamen Ohjects OS' auf die Seiten des 
Urdreleeks, sie sind also eniweder sämmllich kleiner als ihr Object, i 
also jedenfalls ^^ 

3 OS'* > PK'" + QL'* + RN 



darum auch 



S'K'' + S'L'' + S'N'' < OP' + OQ' + OK' 
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HJBO i]i O ein cdns beliehiger Punkl in der Ebei e dvs Dreiecke M so bildel die QuadralHumme 

sTk ' + SX + S^N ' 

ein «inimuin 

Einen anderen Beweis fui unsern SAI7 bat durch Huirb der CooTdinfttengeomeltie und Diff etcntialreclinung ein n lener 
iUtitlienuiltkeT I C Schulr lon Strtiaznlciil In der ScLnri gegeben welche er im Jtthre 1127 unter dem Tllel Das 
gradlinige ]>reieck iiiid die dreiaeilige P>raDiidi- nacli allen Anilogien dBreesl''llt erscheinen liess 

Selbst abge? bon davon da^a der genannte Gelehrte den Punkt S niLbt auf den einfafhen BeerlCT \on GeEenpnnHl 
des &clm eipunkles /uruchgeftihrl hat nirtclile der torsletiende elementare Bevkeia nicht gerade einen Vergleich mit 
dem Straa / III Gki Gehen nie er sich pag 12 sqa der angefiibrlen Srhrlfl liefindet ku Bcbeuen haben 

1 Bezeichnet man fiir den Mittel|iunk.t des innern BeiuliruugskieisLs die Normdlquntienteu 
durch q', q", q' so folgt unmittelbiir aus liekiiinlen Lthisatzen, dass 



q' q ' q " = a b 



,q = 1 — 2 q', „q = 1 - 2 q", ,„q = 1 — 2 q'" , 
also auch 

q' = 4- (-rq + ,.-q), q" = M-q + -»q); q'" = i Cq + -q) 

d. h, der Mittelpunkt des innern Beriihrungskreises urd der Punkt, in welchem sich die Trans- 
versalen schneiden, welche durch die Punkte bestimmt werden, in denen die Dreiecksseiten von 
ihren äussern Beriihrungskreisen berührt werden, haben eine solche gegenseitige Lage, dass für 
den ersten der Norniiilquotient jeder Seite das arithmetische Mittel zwischen den zu den beiden 
andern Seiten gehörigen Normalquotienten des andern Punktes ist. 

m. Nimmt man den Punkt, welcher dem Mittelpunkt des innern Kreises zugeordnet (Anmerkung 
zu k) ist, und nennt die zu ihm gehörigen Normitlquotienten 'q, "q, '"q, 

so ist: 'q : "([ : '"q ^= li, : h„ : h,„ 
also, wenn mau die Zähler unserer Quotienten durch p', p", p'" bezeichnet, 

p' : p" : p'" = h,^ : h,,^ : h„,^ 
d. h. die Entfernungen des dem Mittelpunkte des innern Kreises zugeordneten Punktes von den 
Dreiecksseiten verhalten sich wie Quadrate der zu diesen Dreiecks selten gehörigen Höhen. 

n. Die dem Mittelpunkt des äussern Kreises zugehörigen Normalquotienten der Seiten mögen 

q, q, q heissen ; man hat alsdann 



2 R sin B sin C 4 sin A sin B s 



4 sin A sin B sin C 
sin 2 C 
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Nun ist aber, wenn D, E, F (Fig. 3) die FuBspunkte der Dreieckshühen sind, wie bekanut, 

DE = R sin 2 C, DF = R sin 2 B, EF = R sin 2 A 

»Dach ist: 

q : (| : q = EF : DP : DE, 



' UE + ÜF + EF ^ DE + ÜF + EF ' ' DE + OF + EF 

0. (jiini dieselben Wcrthe wie die bisher betrachteten Norinalijiiotienten eines gegebenen 
Punktes haben die schon oben (Anmerkung 4 zu 7) erwähnten Quotieüten, welche man erhält, 
wenn man jeden untern Abschnitt der durch diesen Punkt gezogenen Transversalen durch die 
ganze Transversale dividiert. Man könnte diesen Quotienten den Namen Tranaversalquo- 
tienten geben nnd zwar untere Transversalquotienten, um sie von den obern zu unterscheiden 
d. h. denjenigen, wo die obern Abschnitte der Transversalen die Dividenden bilden. 

Bezeichnet man für einen beliebigen Punkt die untern Transversalquotienten durch q„ q,„ q,„, 
die obern durch Q, , Q„ , Q„, , so ist stets 

Q, = q» + q./o Q-. = q, + «i-», Q,„ = q, + q„ 

weil q, + q„ + q„, = 1 = Q, + q, 
p. Aus dem eben Gesagten ergiebt sich in Vorhindung mit dem, was vorher (I) erwiesen 
worden ist, der 

Lehrsatz: Der Mittelpunkt des Innern Berührungskreises und sein zugeordneter Punkt 
stehen in einer solchen Beziehung, dass für den letzteren der obere Traosvcrsalquotient 
einer Seite doppelt so gross ist, als der untere Transversalquotient eben dieser Seite 
für den ersten. 
q. Aus der vorhin (n) entwickelten Beziehung ergiebt steh noch der 

Lehrsatz : Construiert man die drei Hitheu eines Dreiecks, verbindet dereu Fusspunkte 
unter einander und zieht die Transversalenternion , welche sich im Mittelpunkt des 
äussern, Kreises schneiden , so ist das Rechteck aus dem untern Abschnitt einer dieser 
letztern Transversalen und aus dem Umfang des durch die Fusspunkte der Höhen be- 
stimmten Dreiecks gleichfiächig dem Rechteck aus der ganzen Transversale und aus der 
Entfernung der Fusspunkte der zu den beiden andern Seiten gehörigen Hohen. 
8. Doch um uns nicht zu weit von dem Gegenstande, von dem wir ausgiengeu, zu entEeruen, 
kehren wir nach dieser kleineu Abschweifung wieder zu ihm zurück. 

Man kann den früher (4) entwickelten Lehrsatz dahin verallgemeinern, dass man von dem 
Punkte N nicht Senkrechte nach den Dreiecksseiten, sondern überhaupt solche Gerade zieht, von 
denen die eine mit ihrer Seite Winkel von derselben Grösse bildet, wie die beiden andern ein- 
zeln mit den ihrigen. 
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Denn nennt man solche Gerade NL', NK', NO', wätiiend NK, NL, NO ihre bisherige Be- 
dentung behalten, und bezeichnet den Winkel, unter welchem die Geraden nach den Drei eck sseiteu 

gezogen sind, durch (p, so ist (Fig. 1) 

- NK' + NL' + NO' = (— NK + NL + NO) cosccr/; 
Ist also — NK + NL + NO eine von der besouderii Lage des Punktes N auf QS unab- 
hängige Länge, so gilt dies natiiriicli auch von (— NK + NL + NO) cosecqp d. i, von 
— NK' + NL' + NO'. 

Mmmt man also auf zwei Dreieclisseitm von ihren nicht gemeinsckafllichen Endpunkten aus 
Segmente von gleicher Grösse mit der dritten Seite und zieht von einem beliebigen Punkt N der 
durch diese beiden Punkte bestimmten Geraden nach den einzelnen Seiten des Dreiecks Linien 
unter einerlei Winkel, so ist das Aggregat derselben eine unveränderliche von der besondeiti 
Lage des Punktes N unabhängige Länge. 

9. Construicrt man alle drei Entfernungs orter QS, Tu, VW (Fig. 6) eines Dreiecks, nimmt 
also BD = ÄE = AB, CF = AG = AC, und CH = BI = BC, so ist, wenn man F mit A 
verbindet und diese Gerade bis zum Durchschnitt mit VW in K verlängert; 

AG ; AF = CA : AF = CB ■. BH = El : BH = AI : AK 
mitbin sind die Dreiecke AFG und AKl ähnlich, und darum wegen der daraus sich ergebenden 
Gleichheit der Winkel die Geraden TU und VW einander [iarallcl. Auf ganz ähnliche Weise 
lässt sich zeigen, dass TU und VVV parallel mit QS ist. 
Wir sehen also djiss 

unsere drei Entfernung aörter unter einander parallel sind. 

Anuierkang I. Diesen ParaUelisnius dutfle man im Voraus vermulben, weil, w^tin er nichl Stall fände, atao 
je zwei Oerter alcb aehnillen, diesen Durutiscbnillspunklen die Eigeiiscliaflen beider Enlfcrniiiig^orier iineleicb Kiikam- 
m«n müBsIen, also aucb xieis 

2jLBpE ^ 2 AGFC ^ 2 (ABC — AHI) 
ob a 



gehörige Bnlfernungaoit dieser Gruiid- 



sein masBte, was mindestens sebt 

AnmeiKuDg 2. Für ein g1eic1iacbenkeli):«s Dteiei 
linie parallel, und fällen flie beiden andern Oerier ganz 

10. Bezeichnet man durch 2 {aj \> das Aggregat der Senkrechten , welche man von einem 
beliebigen Punkte des zur Seite a gehörigen Entfernungsorles auf die Drei eck sseiten fällt, so ist : 



2Ca) p = 



2 AABC 


-2AAHI 


b C - (ii ■ 


a 

- l) <« - c) 



= (- a + b + c) sin A. 
In ganz ähnlicher Weise findet mau: 

2(1,] p = (a — b + c) siu B 
2 (c) p = (a + b — c) sin C 
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In jedem Dreieck, ist also die Senkrechte, welche luun von eiuem Berührungspunkt des iuaern 
Kreises auf eine der beiden andern Seiten fällt, halb so gross als das Aggregat der drei Senk- 
rechten, Tvelche man von einem beliebigen Punkte des zur dritten Seite gehörigen Eutferniings- 
ortes nach den Oreiecksseiten zieht. 

Anmerkung ]. Man EJelil liieraus, dass wenn in einem gleicftseitigen Dreieck das Aggregal dieser Eulferiiuii- 
geii glüicL ist der Uieiecksliüti'', iliexe üigenscbaa der Hiitie niclil sowolit als aolciier, sondern melir insaTern zultummt, 
ais sie das Itoppelle der ISnlFeriJung ist, welc&e ein Berübrnngspunkt des iimern Kreises einea solclien Urelecks vuii 
einer der beiden an dem Seilen liai. 

Anmerkung 2. Wenn wir kUiifllg von einer LI nlenlernion elnas Enifernungaories reden, so versleiien wir 
darunter drei soictie Gerade, die von einem and demsellien Punkle dieses Orles entweder senkreciil oder unter einem 
andern aber für aUe drei Selten einerlei Grüsne haltenden Winkel naoii diesen Seilen gezogen sind. Die GrUsse oder 
Länge einer sulcbeu Teinlon Is! uns ille Geratle, welche man erhall, wenn die drei iliese Ternlon hililendeu Geraden 
nach Maassgube der den einzelnen zukouiDienden Vori^elchen zu einer eineigen Linie vereinigt werden. 

11. In rechtwinkeligen Dreiecken, wo bekanntlich immer die Cathetensumme um den Durch- 
messer des inoern Kreises grösser ist als die Hypotenuse, ist daher das Aggregat jeder Ternion 
des Hypotenusenortes gleich dem Durchmesser des innern Kreises, 

12. Zieht man durch einen der Berührungspunkte des innern Kreises eine Gerade parallel 
mit einer der beiden andern Seiten und verlängert sie bis sie den zur dritten Seite gehörigen 
Entfernungsort schneidet, so beträgt offenbar die Entfernung dieses Durcbschnittspunktes von der 
Dreie uks Seite , der man die Gerade parallel zog, die Hälfte von der Länge der ganzen diesem 
Punkt zugehörigen Ternion; die Grösse der nach dieser Dreiecksseite gezogenen Senkrechten 
ist demnach so gross als daB Aggregat der beiden andern. 

Hieraus ergiebt sich der 

Lehiaatz Jeder der beiden Punkte eines Cntteinungsoitcb, in -nelcheu deiselbe ^t 
schnitten wiid duich eine Gnade, die man paiallel mit einei der nicht zugehoiigLU Seiten 
durch den aut dei andern hegenden Beiuhiun^spunkt des innern Kreises zieht, hat die 
Eigenschaft, dasa er von dti einen Druicksstife ebtn stj ■«eit entfernt ist, als von dtn 
beiden andern zusammen 

13. Fragt man nach denjenigen Punkten unts Lntfernnngsortes, für welche zwei Glieder der 
zugehörigen Teinion von Senkiechten an Lange einander gleich sind, su müssen, wie leicht zu 
erachten, als solche diejenigen bezeichnet weiden, in denen der Oit die Winkelhalbieienden des 
Dreiecks schneidet. Die innern Winkelhalbierenden unterscheiden sich aber hierbei von den 
äussern dadurch, dass die beiden gleidien Senkrechten für Punkte auf jenen auch stets einerlei 
Vorzeichen haben, für Punkte auf diesen dagegen verschiedene. Dieser letztere Umstand hat zur 
Folge, dass bei solchen Ternionen von Senkrechten eines Entfernuugsortes, die zu Punkten ge- 
hören, welche auf einer der äussern Winkelhalbierenden liegen, zwei Glieder als von gleicher 
Grösse aber entgegengesetzten Vorzeichen sich gegenseitig auCheben, dass mithin die dritte Senk- 
rechte allein die Länge des ganzen Aggregates darstellt. 

Man kann daher für einen Entfernungsort die unveränderliche Grösse des Aggregates jeder 
zu ihm gehörigen Ternion von Senkrechten dadurch zur Darstellung bringen, dass man diesen 
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Ort bis zum Darchschuitt mit einer der äussern Winkelhalbierenden verlängert. Die SenkrecTite 
von diesem Punkt auf die Gegenseite des halbierten Anssenwinkels leistet das Verlangte. Zu- 
gleich ergiebt sich hieraus, dass die Entfernungen, ■welche die drei Punkte, in denen ein Ent- 
fernangsort die äussern Winkelhalbierenden schneidet, einzeln von den Gegenseiten der halbierten 
Aussenwinkel haben, von gleicher Grösse sind. 

Leicht folgt aus dem Bisherigen, dass wenn (Fig. I) Z der Punkt ist, in welchem der zu 
AB geiiöii^e Eiitfernnngsurl QS die den Aussenwinkel bei C Halbierende schneidet, das Dreieck 
ABZ gleichflächig ist dem Viereck ABDE. 

14. Fällt man von dem auf der Seite AC liegenden Berührungspunkt des Innern Kreises 
eine Senktrechte auf die Seite BC, verlängert sie über den Berührungspunkt hinaus nm ihre eigne 
Länge und zieht durch diesen Endpunkt eine Pai-allele mit BC, so ist dieselbe nach (10) der 
geometrische Ort für alle Punkte, welche von BC nm die Länge einer Ternion des zu Aß ge- 
hörigen Entfern im gs Ortes entfernt sind ; mithin muss nach (13) auf dieser Parallele auch der Punkt 
liegen, in welchem der genannte Ort die durch A gehende äussere Winkelhalbierende schneidet. 

Fällt man also von dem Berührungspunkt des innern Kreises auf der einen Seite eines ungleich- 
seitigeu Dreiecks eine Senkrechte auf eine zweite Seite, verlängert dieselbe über den Berührungs- 
punkt hinaus um ihre eigne Länge und zieht durch diesen Endpunkt eine Parallele mit dei' 
zweiten Dreieckaseite, so haben diese Parallele, die den Gegenaussenwinkel der zweiten Seite 
halbiereude und der Entfci-nungsort der dritten Dreiecksseite einen gemeinschaftlichen Durcb- 
schnittspunkt. 

15. Durch Betrachtungen, ganz ähnlich den unmittelbar vorhergehenden, last sich eine Anzahl 
von Lehrsätzen gewinnen, die denen der letzten Paragraphen verwandt sind, z. B. 

Trifft die Senkrechte, welche man mn einem Berührungspunkt des innern Kreises 
auf eine zweite Seite fallt, in ihrer über den Fusspunkt hiuausgeh enden Verlängerung 
den zur dritten Seite gehörigen Entfernnngsort (im Punkte X) so ist die so verlängerte 
Senkrechte halb so gross als die Summe (nicht Aggregat) der drei die Ternion des 
Punktes X bildenden Linien. 
Wir wollen aber diesen Gegenstand hier nicht weiter verfolgen, sondern uns damit begnügen, 
seine weitere Verfolgung der Aufmerksamkeit des Lesers zu empfehlen. 

16. Behalten R und v ihre bisherige Bedeutung, bezeichnet g den Radius vom innern Be- 
rührungskreise des Dreiecks, welches die FusspunUe der Höhen des Urdreiecks zu seineu Spitzen 
hat, ^h die Summe der Dreieckshöhen, so ist nach dem früher (10) erwiesenen Satz 

2(a) p + -2(1)) p + 2 (^) p = (b + c) sin A -)- (a -h c) sin B + (a + b> sin C — - (a sin A -[- b sin B + c sinC) 
= 2 2h — 2 R (sin'-A + sin^B + sin^C) 
= 2 2h — 2 R (3 — cos^ A — cos^ B — cos^ C) 
= 2 2h - SR (3^5-=_^) 
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weil, wie bekannt, in jedem Dreieck ist: 

ros^ A + ats"* B + cos' C = — fT"^*' 
und demnach 

2(«, p + 2(,j p + 2^,5 p = 22h - 2 (2 R + e) 

d. h. Construlert maa tiir ein Dreieik alle drei Entferiiungsörter und Eüv jeden derselbe« eine 
Ternion yoti Senkrechten, so ist das Aggregat aller dieser neun Geraden um die doppelte Sumiiie 
aus dem Durchmesser des äussern Kreises und dem Radius des Innern Kreises von dem durch die 
Fusspunkte der Höhen bestimmten Dreieck — dasselbe mag kurzweg das Fusspunkt -Dreieck 
heissen — kleiner als die doppelte Summe aller drei Höhen. 

17. Fällt man daher vom ersten Berührungspunkt des innnern Kreises eine Senkreciite auf 
die zweite Seite, von dem zweiten eine solche auf die dritfu, und vom dritten auf die erste, so 
ist die Summe dieser drei Senkrechten vermehrt um den Durchmesser des äussern Kreises und 
den lladius vom innern Kreise des Fusspunkt-Dreiecka so gross als die drei Höhen des Dreiecks 
zusammen. 

18. Bekannten Beiiehungeu zufolge ist 

(— a + b + c) sin A =^ sin A ( — sin A + sin B + sin C) 2 R 

. A - B - C -I „ 

= sm A . cos -TT- sin -- siu ^ . O H 



! bekannt, 



B . € 

-2- ^^"2 



. K 



Es Ist demnach 

-S±AA 4r 
~ 2 R ■ 

weil in jedem Dreieck bekanntlich (A. S. §, 798 Zus. 1). 

,A, ,B, ,C r + 4U 

e„s^ _ + eos- j + cos^ -^ = 2R 

ist. 

<*) Sielie die AnliSngo zu \an SwincJeii g, 797. Bei küiifligeii CilWen uurilwi w 
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Es ist also stets: 

(2(,j p + 2{u) p + 2ce) p) R = 2 r (r + 4 R) 

d. h. fällt man aus jedem Berübrungsp unkte des innern Kreises auf die beiden andern Dreiecks- 
seiten Senkrechte, so ist das Rechteck aus der Summe dieser sechs Geraden und aus dem Radius 
des äussern Kreises gleichflächig; dem Rechteck aus dem Durclimesser des Innern Kreises nnd aus 
dem um deuRadius eben dieses Kreises vermehrten doppelten Durchmesser des äussern Kreises. 
Zus. I. Es ist also 

-2(a) p : -2(-|,) p : ^^^y p = COB- -^ : cos- -^ : cos- ^ 

d. h. die Längen der einzelnen xu den drei Entfern ungsörtern eines Dreiecks gehörigen Ternio- 
nen verhalten sich wie die Quadrate der Cosinus von den halben Gegenwinkeln der zu den 
Oertern gehörigen Seiten. 

Zus. 2. Die grÖsste Länge hat also jede Ternion des zur kleinsten Seite gehörigen Ent- 
femungsortes. 

Zus. 3. In einem rechtwinkeligen Dreieck, wo einer der spitzen Winkel doppelt so gross 
als der andere, ist das Dreifache der Länge jeder Ternion des Hypotenusenortea doppelt so gross 
als die Länge jeder Ternion des zur grössern Cathete gehörigen Ortes. 

18.a Ob es auch Dreiecke von solcher Beschaffenheit geben kann, daas die grösste unserer 
drei Aggregatlängeu so gross ist als die beiden andern zusammen? 

Zur Entscheidung dieser Frage dient die Erwägung, dasa, wenn dies möglich sein sollte, 
nach 18, Zus. 1 uothwendig auch (unter der VoraussetJlung dftsa c die kleinste Dreiecksseite ist) 
sein müsste 

cos* -^ = cos'* + cos« -H-5 



und darum auch 



also auch 
und darum 



1 + cos C = 2 cos^ ^ + 1 + cos B 

cos C — cos B ^ 2 cos^ ~ 
, HB + C) sin i (B ~ C) ^ 2 sin^ ^ (B + C) 

sin ^ (B - C) =^ sin ^ (B -}- C) 

4 (B -- C) = nB + C) 
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eine Gleichung, die oiFenbar so lange einen Widerspruch in sich schliest, als C nicht Aull ist 
d. h. so lange als unser Dreieck nicht aufhört, ein Dreieck zu sein. 

Es kann also niemals die Länge einer Ternion des einen Entfernungsortes so gross sein 
als die Längen zweier Temionen der heiden andern zusammen. 

Fragte man dagegen, ob eine unserer Aggregatlängen das arithmetische Mittel zwischen den 
beiden andern sein könne, so würde die Untersuchung ein der Erwartung günstigeres Ergebniss 
liefern. 

Dieses arithmetische Mittel könnte natüriich nur die Äggregatlänge des der mittlem Dreiecks- 
seite zugehörigen Entfern ungsortcs bilden. Wäre b diese der Grösse nach mittlere Seite, so 
wurde nach 16 Zus. L die in Rede stehende Beziehung sich an die Bedingung knüpfen, dass 

i cos^ -H- = cos^ - + cos^ ■^, also 

1 oB 9^1 ->B, o ^' 

6 cos^ -5- = COS'' -g- + cos-' y- + cos' -^ 

wäre, also auch, weil einer bekannten Beziehung zufolge (A . S . §. 798) 



. A 

cos 2- 


+ 


cüs^ 2" + cos* ^ = 2 + 2 SID 2--siii ij- 


3 


(■ 


-sio'l) = 2 + 2 sin |- siL 1 sin |, o 

1 = 3 sin» 5 + 2 sin |: sin | sin j 

.,B,„. K f ■ B, .A 
= s,n*2+2sm 2-(^-"-2 +™2- 
■ . B , „ . B A C 

= sin' 2- + 2 sin j- cos ^ cos ^ 

. B / . B , . A C) 

= ™ 2 l™ 2 + 2 "« 2- "* 2 J 

„ . B A C . A . B 
= 3 sin-g- cos 2" *^*'s 2 ^*" 2 ^'" 2" ^ 

3 r" r , 



2 



- 4 R = 3 r", und da (A. S. §. 843 Zus.) r + 4 R = r' + r" + r'" 
* die Radien der zu den Seiteu a, b und c gehörigen äussern Berühruugsk 
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Und wir erhalten demnach den bemerkcDswerthen 

Lehrsatz: In jedem Dreieck, in welchem der Radius eines der äussern Berührungs- 
kreise das arithmetische Mittel zwischen denen der beiden andern ist , findet dieselbe 
Beziehung zwischen den Temiouenlängen der mit diesen Kreisen zu einerlei Dreiecks- 
seite geliörigen Entfernungsörter Statt. 

19. Behalten r' , r" , i'" ihre bisherige Bedeutung, so ist wegen (18) und weil, wie bereits 
erwähnt, 

r' + r" + r'" = r + 4 R, 
auch stets 

(2w p + 2(„) p + 2(e) p) R = 2 r (r' + r" + r'") 

d. h. das Rechteck, ans der Summe der im früheren Satze (18) genanuten sechs Senkrechten und 
aus dem Radius des äussern Kreises ist gleich dem Rechteck aus dem Durchmesser des iunern 
und aus der Summe der Radien der drei äussern Berührungskreise. 

20, Da,, einem bekannten Satze zufolge, 

r (r' + r" + r'") = ab + ac + bc - (^iL±-|-±JlJ 
so ist auch 

(2(.) 1. + 2(„, p + 2(., ,) . I = ab + ac + bc - (' + ^ + ') ' 

d h dts RechteiL. tus dti Summe du mehrgenannten secbs Senkrechten und aus dem halbm 
Radms des mssern Kieise» ist gleich dem Ueberschuss dei Summe lei Rechtecke aus je zwei 
Dreiecksseitcn über das Qiidrat des halben Dreiccksumfange» 

21 Zieht man von einem Punkte eints dei Entfemungsoitti eines Dreiecks nach dessen 
huten nullt ^enkierhtt ondern Linien unter einem Winkel, welcher gleich ist dem GegenwinkU 
derjenigen Seite zu welcher dtr Enttemungsort gchott so eigieht sich aus dem, wis lenits 
(Hj bcmeikt worden, für den Weith des Ajj;giLgates einer solch n Limcntermc n , wenn lei 
Giitfeinungsoit zui Seite a gebuit der Ausdruck 

{ — a + b + cj sin A cosec Ad. i. — a+b + c 

und natürlich gewinut man entsprechende Ausdrücke für die beiden andern Entfernungsörter. 
Wir erhalten so den 

Lehrsatz; Das Aggregat der Geraden, welche man \on einem Punkte eines Entfer- 
nungsortes nach den Dreiecksseiteu unter Winkeln zieht, welche gleich sind dem Gegen- 
winkel der zu dem Orte gehörigen Seite, ist so gross als der üeberschnss der Summe 
der beiden dem Orte nicht zugehörigen Seiten über die dritte. 
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22. ÜDinittelbar orglebt sich hieraus; 

Zieht man von jedem der drei Untfernungsörter eines Dreiecks nach dessen Seiten Gerade 
unter Winkeln, welche von gleicher Grösse sind mit dem Gegcnmnkel der zu dem Orte ge- 
hörigen Seite, so ist das Aggregat aller dieser neun Linien so gross als der Umfang des 
Dreiecks. 

23. Ist die Gorade QDES (Fig. 6) der im- Seite c gehörige EntEernnngsort , inid man zieht 
AD, SCI ist, weil AB = BD, nach bekamiton Eigemchaften der Dreiecke 

AD ^ 2 c . siu -,y 

DAC = ^ ^A " C), also 
DE'^ =: c'' + 4 c^ siii^ -^ — 4 c** sin 7, cds i (A — C) 

= c^ II +4 sin -A- [cos ^ (A + C) — cos -^ (A — Cj| I 

= c^ I 1 — » sin g- Siii 2" ^'" 2" I 

also I— -j = 1 — 8 siu y^'" Y'^"' "ä 

Da aber die rechte Seite Hnserer Gleichung eine Funktion blos von den Winkeln des Ur- 
dreiecks bildet und zwar für diese symmetrisch ist d. h. sich nicht ändert, wenn man irgend zwei 
dieser Winkel durchweg untereinander vertauscht, so ist klar, duss maii denselben Ausdruck, 
wie jetzt, bekommen hahen würde, wenn mau anstatt des zu c gehörigen Enti'ernungsortes und 
seines zwischen den beiden nicht zugehörigen Seiten eiithaltcnon Stückes DE , entweder den zu 
b gehörigen Ort TU und das Segment FG, oder den zu a gehörigen Ort VW und das Segmenr. 
HI genommen hätte; demnach ist 

(my (FGY rHlV , a . A . B . C 

und darum auch 



d. h. diejenigen Segmente der drei Eutfernungsörtcr eines Dreiecks, welche zwischen den nicht 
zugehörigen Seiten enthalten sind, bilden gleiche aliquote Theile von ihren zugehörigen Seiten, 
oder sind diesen zugehörigen Seiten verhältnissgleich. 

Anmericung. Ans uiiserm SaUe, wie uns viuleii aiiUern, (oLgl , d^BS iii Jedem iilclil g[eicliseitig«ii Ort^ietk 
2 2 2 ^- 
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Zus. 1. Ein aus diesen Segmenten als bestimmenden Seitenlangen construiertes Dreieck ist 
daher dem Urdreieck ähnlich. 

Zus. 2. Nimmt man also auf AB (Fig. 7) von A aus die Länge DE und zieht durch den su 
erhaltenen Punkt X eine Gerade nach AC parallel mit BC, so ist, wenn Y der Durchschnitt 
zwischen AC und dieser -Farallelen, 

A\ = FG, und XY = Hl. 

24. Einer bekannten Deuehung gemäss ist 

, „ . A . B . C , 2 r Rä - 2 Rr 

l — »sin 77-. sniTr- sin =-=1 



2 R R^ 

und gleichfalls bekannt ist, dass wenn man die Entfernung der Mittelpunkte des äussern und 
inneru Kreises des Dreiecks — der Kiirie halber wollen wir sie die Excentricitäi des Dreiecks 
nennen — durch e bezeichnet, 

e2 = R2 -_ 2 Rr 
Demnach ist 

DE _ FG _ Hl _ e 
c b a R 

d. h. Das zwischen den nicht zugehörigen Seiten enthaltene Segment jedes Entfern ungsortes hitt 
zu seiner zugeliürigeii Seite dasselbe Längenveriiältniss , welches des Dreiecks Escentricität zum 
Radius des äussern Kreises bat. 

2b. Bezeichnen, wie bisher, h, , h„, h,„ die zu den Seiten a, b und c gehörigen Dreiecks- 
tiühen, so ist, wie bekannt 

2 R . h„, =! ah, 2 R . h" = ac, 2 R . h, = bc 
In Verbindung mit dem unmittelbar vorhergehenden Satz eigiebt sich hieraus: 
a . FG =- h . HI = 2 e . h,„ 
b . DE = c . HI = 2 e . h„ 
b . DE = c . FG = 2 e . h, 
d. b. Bildet man fiir zwei Entfernungsörter aus dem zwischen den nicht zugehörigen Seiten ent- 
haltenen Segment eines jeden und aus der zum andern gehörigen Seite ein Rechteck, so ist jedes 
derselben doppelt so gross als das Rechteck aus der zur drillen Seite gehörigen Hohe und aus 
der Exccntriritat des Dreiecks. 

26. Da für die beiden Dreiecke AQS und BQD (Fig. 1) offenbar 

ABi ^ BD 
sin AUE sin B(iD' 

so ist auch 
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sin Ä 



uod darum auch 



a l» ' Ql> " b 

oder 

Qu . a = ÜE . b 

d. h. die Segmente eines Entfern nngsortes, welche Vfin der zugehürigeu Seite aus gerechnet durcli 
die beiden nicht mgehÜrigen abgesclinitteu werden, veriiniten sich umgekehrt wie diese nicht 
iiigehörigen Seiten; 
oder ; 

Üie Rechtecke aus je einem Segment eines Ortes, das zwischen der zugehörigen Seile und 
einer der nicht zugehörigen enthdlten ist, und aus dieser letztern selbst sind iuhaltsgleich. 

Zus. 1. Daher verhalten sich zwei solche Segmenle eines Enlfernungsortes wie die Hbhen 
der sie begränzenden nicht zugehörigen Seiten. 

Zus. 2. Sind also VHI, OFX und QDE (Fig. ö) die zu den Selteu a, b, c gehörigen Ent- 
feruungsörter, so ist : 

VH : VI = h„ : h,„ 

XG : XF = li,„ : h, 

QD : QE = h, : h„ 

VH . XG . Qu = VI . XF . HE 

d. h. Construiert man für ein ungleichseitiges Dreieck alle dreiEntterumigsÖrtei-, vei'[äiiij;ert jeden 
bis er auch die zugehörige Seite schneidet, und nimmt das senicrcchte Parallelejnpedoi» sowiih! 
aus den drei Segmenten, welche einzeln zwischen der zugehörigen Seite selbst und ihrer nächsten 
Nachfolgerin enthalten sind, als auch ans denjenigen, welche durch zugeliörige Seite und näcliste 
Vorgängerin begränzt werden, so sind diese beiden Parallele])i])eda inhaltsgleich. 

27. Da die Punkte Q, D, E (Fig. 6) in gerader Linie liegen, so ist, einer bekannten Eigen- 
schaft der Dreiecke zufolge, 



AE . BQ . CD =. AQ . BD . CE 



und darum auch 



AQ _ CD 



„p , und eben 



CX _ BG 
AX BF 

CV _ ^ 
BV ~ AH 
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d, h. die Segmeute, in welche eine Dreieekssoite dui-ch ihren Eotfernungsort getheilt wii-d, 
verhalten sich wie die Läiigeuunter schiede zwischen der zugehörigen und derjeuigeu nicht lu- 
gehörigcn Seite, welche das entsitrechende Segment nicht begränzt. 

27a. Man kann die Frage atifwerfen, ob denn die Lage, welche unsere drei Entfernui^s- 
orter gegen die Dreiecksseiten haben, eine diesen Linien allein und ausschliesslich zukommende 
sei, oder ob sie dieselbe nicht vielmehr mit andern und zwar solchen Gernden theilen, welche 
durch irgend bemerkcnswerthe beim Dreieck vorkommende Punkte bestimmt werden 1 Diese Frage 
ist dahin zu heantwürtcn, dass es wenigstens eine solche Gerade giebt, welche mit unsern Ent- 
fernuugsörteru parallel ist. 

Zieht man nämlich durch die Ecken A und B des Dreiecks ABC (Fig. 6a) die äussern VVinkei- 
halbiereudeu, und verlängert jede bis zum Durchschnitt mit der Gegenseite der Ecke, dnrch welche 
sie hindurchgeht, so ist die durch diese beiden Durchschnitispunkte U, V bestimmte Gerade pa- 
rallel mit QDES, wenn, wie bisher, diese Linie den zur Seite c gehörigen Eutfernungsort bildet. 
Denn, wie bekannt, ist 

CU : ItÜ = b : c, also auch 
Cü : Cü — BU = b : b - c, also 



ähnlicher Weise 




CU : CV = ■. : —^— = a — c : b — c = CD : CE 



und darum UV [t QS. 

Zu demselben Resultat würde man gelangt sein, wenn man entweder den zur Seite i 
hörigen Entlernungsort mit der Geraden VW (W ist der Durchschnitt der durch C 
Winkelhalbierenden mit der Seite c) oder den zu b gehürigen Ort mit der Geraden ÜW ver- 
glicheu hätte. 

Es sind also die drei Geraden UV, ÜW und VW, weil sie den einzelnen Entfernuugsortern 
parallel sind, auch unter einander parallel, und da je zwei einen Punkt gemeinsam haben, so 
fallen sie in eine und dieselbe Gerade ziisammen. Wir erhalten demnach den 

Lehrsatz: Verlängert man von den drei äussern Winkelhalbierenden eines ungleich- 
seitigen Dreiecks jede bis zum Durchschnitt mit der Gegenseite der Ecke, durch welche 
sie hindurchgeht, so liegen diese drei Punkte in gerader Linie und iwar ist dieselbe 
den Entfornungsörtern des Dreiecks parallel. 
Wir werden später noch einmal auf die Betrachtung solcher Geraden, welche unsem Ent- 
fern ungsörtern parallel sind, zurückkommen. 

28. Wenn R', R", R'" die Radien der drei Kreise bezeichnen, welche sich beschi'eiben 
lassen beziehungsweise um die Dreiecke AHI, BFG, CDE, d, h. um die von den einzelnen Eat- 
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ffernungsortern und den nicht zugehörigen Seiten gebi^iletea Dreiecke, so ist nach bekannter 
Beziehung 



also auch, weil eben 2 sin Ä = 



R' 



R^ _ HI R^^£G R^ DE 

R a ' R b ' R "^ c 

Nun haben wir aber bereits früher (23) erwiesen, dass 

ffl ^ FG _ DE 

a b c 

ist^, demnach muss aucli stets 

R' = R" = R"' 

sein 

d. k. die äussern Kreise derjenigen Dreiecke, welche von je einem Entfernung sorl und den 

beiden nicht zugehörigen Seiten gebildet werden, sind von gleicher Grösse. 

29. Da wir aus dem Vorhergehenden (24) auch bereits wissen, dass 

HI _ FG _ DE _ e 

a ~ b c R 

so ist aisu auch 

R' = R" = R' ' = e 

d. h. die drei Radien der vorhin genannten Kreise sind nicht nur unter sich, sondern auch der 
Excentricität des Dreiecks gleich. 

30. Niromf man auf lier Seite AB (Fig. 7) das Segment AX so, dass es gleich ist dem 
Segment des zu AB gehörigen Entfernungsortes, welches durch die beiden nicht zugehörigen 
Seiten begränzt wird, nimmt also AX gleich der Lange, die in unserer Fig. 6 durch DE be- 
zeichnet wurde, nimmt dann in ähnlicher Weise BV und CT einzeln gleich den Laugen, die in 
der genannten Figur durch HI und FG dargestellt wurden , und zieht XY || BC , VW || AC, 
TüilAB, so folgt aus 23, Zus. 2 leicht, dass die drei Dreiecke AXY, BVW und CTIJ unter 
einander congnieut sind, indem deren Seiten einzeln gleich den Segmenten der Entfernungsörter 
sind, welche durch die nicht zugehörigen Seilen begranzt werden. Die äussern Kreise dieser 
drei Dreiecke sind daher gleich, aber nicht blos untereinander, sondern weil 



ist, auch gleich den Radien der äussern Kreise von den Dreiecken, die wir in der sechsten Figur 
durch AHl, BFG und CDE bezeichnet haben. 
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31, Durch Betrachtuug der Fig. 7 ei^iebt sicli leicht noch Folgendes: 

a. Die drei Dreiecke allV, ^TY, und yXW sind dem ürdreieck ähnlich und unter einander 
congruent. 

b. Jedes derselben ist an Inhalt 






c. Diese Dreiecke werden also zn Null d. h. sie schwinden in Punkte zusammen, wenn 

2 e , , , 3 R 

-p- = 1 u. n. wenn r = -g— 

d. In dem eben genannten Falle müssen, eben weil XW = o wird, die beiden Punkte mit 
einander und darum mit dem Halbieningspunkte von AB zusammenfallen; bieraus ergiebt sich 

e. dass für alle diejenigen Dreiecke, bei denen der Radius des innern Kreises f vom 
Radius des äussern ist, das durch die nicht zugehörigen Seiten begrenzte Stück vom Entfernnngs- 
ort jeder Seite halb so gross ist als diese zugehörige Seite selbst, 

f. In dem von den drei Parallelen gebildeten Dreieck aßy ist 

^y = XY — 2 Xy 
= XY - 2 UV 
= XY — 2 (BV + Cü - BC) 
= XY - 2 (2 XY " a) 
= 2 a — 3 XY 



= 2.-3.^, 



1 A «» = (2 - 1^)' A 
g. In solchen Dreiecken also, wo 



2 R = 



d. h. wo r = -f% R ist, haben die drei Parallelen einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

g. Da stets Xy ^ /3Y, Ua =^ [ST, Va = y W bleiben muss, wie auch die Grösse der 
Seiten des Dreiecks aßy sich ändern mag, so kann dieser gemeinsame Durchscbnittspunkt, wenn 
er Statt findet, kein anderer sein, als des Urdreiecks Schwerpunkt. 

h. Ueberhaupt hat das Dreieck aßy mit dem Urdreieck den Schwerpunkt gemeinsam. 

i. Auch die drei Parallelogramme Aa, B^, und Gy sind unter einander gleichflächig. 

4* 



y Google 



. di;r Inhalt von 

Ao = AW . AT . sin A 



= -ff'OO -ff- >■)»'"* 



Der Ausdruck für ilieseu Inlmlt ist also unabhängig von Allem, was das Parallelogramm A« 
von den beiden andern B;?, und Cy unterscheidet, und man schliesst mit Recht hieraus, dass mau 
für diese letztern denselben Ausdruck linden würde, 
k. Daher sind auch die Fünfecke 

AW>(3T, BXyßü, und CVixßY 
inhaltsgleich, und eben so die Vierecke 

AX/ST, BV^-S, und CTßV. 
1. Desjenigen Dreiecks, das die Mittelpunkte unserer drei Parallelogramme Aa, Bß, Cy zu 
seinen Ecken hat, Schwerpunkt fallt mit denen der Dreiecke aßy und ABC zusimimen. 

m. Der Inhalt dieses letzt genannten Dreiecks ist, da seine der Seite c des Urdrciecks ent- 
sprechende Seite offenbar = WS -f ^ BX (Fig. 7), 
(f3 c 



•&-^ 



n. Daher ist das Aggregat aus dem Doppelten einer der Seiten des eben betrachteten Dreiecks 
und aus der entsprechenden Seite des Dreiecks aßy, so gross als die Länge der entsprechenden 
des llrdreiecks, 

32. Fragen wir nach den Winkeln, unter denen die Seiten des Urdreiecks \on den Ent- 
fern ungsÖrtern geschnitten werden, so ist, wenn R', R", K'" die üinen früher (28) beigelegte 
Bedentnng behalten, (Fig. 6) 

und in Uhnlicher Weise 

sin DEC = -2^ = 



" 2 R" ~ 2 e 



- = (sin A - 



Wir sehen also, das die Sinus der Winkel, unter welchen ein Entfernungsort die erste, 
zweite und dritte Dreiecksseite schneidet, sich eben so zu einander verhalten wie die Unter- 
schiede der Sinus von den eben diesen Seiten anliegenden Winkelpaaren. 
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Zus. 1. Daher ist der Sinus des Winkels, den ein Entfernungsort mit der {der Grösse nach) 
mittleren Dreiecksseite bildet, so gross als die Sinus der beiden andern von diesen drei Winkeln 
Eusamnicn genommen. 

Zus. 2. Für gleichseitige Dreiecke lassen unsere Formeln die Grösse der Sinns unserer in 
Rede stehenden Winkel und somit diese Winkel selbst unbestimmt erscheinen, indem sie für den 
Sinus jedes der drei Winkel den unbestimmten Ausdruck § geben. Nach der besondern Eigen- 
thümlichkeit solcher Dreiecke in Beziehung auf die Entfernungsörter, wie wir sie Irülicr ausführ- 
lich erörtert hahen, ist dies nothwendig. 

Zus. 3- Für ein gleichsclienkeliges Dreieck, in dem namentlich h = e, ist 
sin EOG = 
wie es sein mnss, da wir aus dem Frühem wissen, dass der zur Grundlinie eines gleichschenke- 
ligen Dreiecks gehörige Entfemungsort dieser Grundlinie parallel ist. 

Zus. 4. Die Winkel, welche die Oerter eines solchen Dreiecks mit den Schenkeln bilden, 
sind nicht nur überhaupt gleich, was unsere Formeln anzeigen, sondern auch insbesondere den 
Winkeln an der Grundlinie gleich. 
Wir haben demnach 

sin B = sin C ^ + (sin A — sin B) ■ — 
also auch 

b = c = + (a — b) — 
nud durum 

a . R = b . {K + e) 
d h m ji dem gkirhsLhenkeliG;in Dieierk ist das Rtilitcik lus dti Grundlinit und dini Radius 
des aussein Kieises gleich dem Rechteck <iiis einem Schenkel und dem um die Excentricitat ler 
mehiten oder verminderten Radius dieses Kreisen 

Anmerkung Ea braucht Kaum Bnnneri zu wtrden ilass der Badiu? des lusBern Kreises um die Esoenlnuut 
verlaitgerl uerden muss wenn die Grundlinie grosser isl tis Jeder Sclienkel , und dasa das üegenlheil iioUivieNdig 
wird Im umgekebrlen Falle 

Zus 5 Dther ist in einem solchen gleichschenktligen Druetk, wo Oiundlinie a und 
feihenkel b in der Beziehung lUhen, dtss 



— n — 1 

33. Während in einem gleichschenkeligeu Dreieck jeder Entfemungsort die beiden Schenkel 
unter gleichen Winkeln nothwendig und immer schneiden muss, so kann wenigstens auch bei 
ungleichseitigen Dreiecken der Fall eintreten, dass zwei Seiten unter gleichen Winkeln ge- 
schnitten werden. 
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So wird dies Tvirklich für die Seileo a und c Statt faabeu, wenu 

sin B — sin C '= sin A — - sin B 
) 

. ,1 sin A + sin C 



d. h, wenn das Dreieck zu denjenigen geliörtj die man halbregelmässigc nennen kann, indem 
zwischen den beiden Seiten , welche unter gleichen Winkeln von den Eutfernungsörtern ge- 
schnitten werden, die dritte das arithmetische Mittel bildet. 

Nun kann offenbar eine Gerade iwei Dreiecksseiten unter gleichen Winkeln nur dann schnei- 
den, wenn sie parallel ist einer der beiden Geraden, welche den von diesen Seiten gebildeten 
Dreiecks Winkel und den ihm anliegenden Aussenwinkel halbieren. Der letztere Fall i. h. der 
Parallelismus mit den äussern Winkelhalbierenden muss eintreten, wenn die beiden Piinkto, in 
denen die Seiten von der betreffenden Geraden geschnitten werden, von deren gemeinschaftlichem 
Endpunkt aus nach einerlei Seite hin liegen, also beide zugleich entweder nach der Gegen- 
seite hin, oder auf den über die Spitze hinausgehenden Verlängerungen; der erste Fall dagegen 
findet Statt, wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist. 

Construiert man nun aber in einem solchen halbrege tmässigen Dreieck den zur mittlem Seite 
gehörigen Entfernnngsort, so ist klar, dass dieser die grösste Seite selbst die kleinste dagegen 
in ihrer über die grosste hinausgehenden Verlängerung schneidet. 

Eine innere Winkelhalbierende des Dreiecks muss es daher sein, welcher dieser Ort und 
mit ihm die beiden andern parallel sind , diejenige nämlich , welche den von der grüssten und 
kleinsten Dreiecksseite gebildeten Winkel tbeilt. 
Wir sind also zu dem Satze gelaugt: 

In jedem Dreieck, wo eine Seite das arithmetische Mittet zwischen den beiden andern 
ist, sind die Entfernungsüi-ter parallel der den mittlem Dreieckswinkel halbierenden 
Geraden. 
S4. Zu demselben Resultat hatte man auch noch auf einem andern und zwar kürzern Wege 
gelangen können. 

Ist (Fig. 8^ Dreieck ABC ein solches , in welchem a =;= "~~ö — i ■''^'^ '^^'■^ *" — a = a — b, 

SV musa, wenn VIU der zur mittlem Seite a gehörige Ort ist, AI = AH, mithin 
AIH ™ AHl = i UC = ^ A sein. 

3ä. Da wir früher (27) gezeigt haben, dass 
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und, wie wir so eben gesehen, 

HA * 

so mus V der Halbierungspunkt von BC sein; also 

In jedem Dreieck, wo eine Seite das Hvitlime tische Mittel rwiscben den beiden andern, 
geht der lur erstem gehörige Entfernungsort durch deren Halbierungspuakt, 
36. Da, wie wir bereits wissen, der Werth für das Aggregat einer Ternion \üu Senk- 
rechten dea zur Seite a gehörigen Ortea dargestellt wird durch 

( — a + b + c) sin A 
so wird für uusern besondern in Rede stehenden Fall dieser Werth ofTenbar 

4 (b + c) sin A 
d. h. ist in einem Dreieck eine Seite das arithmetische Mittel zwischen den beiden andern, so 
ist das Aggregat jeder Ternien von Senkrechten des zu ihr gehörigen Ortes das arithmetische 
Mittel zwischen den zu den beiden andern Seiten gehörigen Höhen. 

37. Ist AZ (Fig. 8) Winkelhalbierende, so ist 

BZ ; BA = BV : BI = BV 1 BC = 1 : 2 

also 

BZ = 4" BA. und darum auch CZ = ^ CA 

d. h. ist ia einem Dreieck eine Seite das arithmetische Mittel zwischen den beiden andern, so 
wird dieselbe durch die ihren Gegenwinkel Halbierende in zwei Segmente getheilt, von denen 
jedes halb so gross ist als die ihm anliegende Dreiecksseite. 

38. Aas 32, Zus. folgt in Verbindung mit 33 noch, dass in Dreiecken von der mehr ge- 
nannten Beschaffenheit der Sinus jedes der beiden Winkel, unter denen die mittlere Seite von 
einem Entfernungsort geschnitten wird, doppelt so gross ist als der Sinus des halben Gegen- 
winkels dieser Seite. 

39. Bin Dreieck, in welchem eine Seite das aj-ith metische Mittel zwischen den beiden andern 
ist, kann man ein nach den Seiten halb regelmässiges nennen, und in ähnlicher Weise 
denjenigen, wo ein Winkel das Mittel zwischen den beiden andern ist, den Namen von halb- 
regelmässigen nach den Winkeln geben. 

Diese beiden Arten von Dreiecken verdienen viel mehr Beachtung, als sie bisher gefunden 
zn haben scheinen. Sie besitzen eine grössere Anzahl von Eigenschaften, die schon an sich be- 
merkenswerth sind , die aber namentlich den Lernenden , wie ich aus Erfahrung weiss, viel Iii- 
teresse gewähren, und daher dem Lehrer ein zu fruchtbaren geometrischen Uebungen recht 
geeignetes Material liefern. Insbesondere liegt viel Belehrendes und den strebsamen Schüler 
Anziehendes in dem umstände, dass Schwerpunkt und Mittelpunkt dea Innern Kreises für das 
eine, nach den Seiten halbregclmüssige, Dreieck dieselbe Rolle übernehmen, welche Höhendurch- 
schnitt und Mittelpunkt des äussern Kreises in dem andern haben. Ich empfehle daher diese 
Dreiecke der Aufmerksamkeit der Lehrer. 
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40. Vielleicht fragt hier der eine und der andere Leser, ob das, was so eben von den 
beiden iialbregelmassigen Dreiecken gesagt ist, nicht auch in Beziehung auf die Entfern ungsört er 
gelte, d. h. ob diese Dreiecke nicht auch für diese Liniengattung besondere und bemerkenswerthe 
tligens ehalten besitzen? 

Für die nach den Seiten halbregulären Dreiecke kann als Antwort aul die Frage das an- 
gesehen werden, was in den Paragraphen 30 sqq enthalten ist; tur die andere Gattung von 
Dreiecken mag hier noch Folgendes bemerkt werden. 

In jedem nach seinen Winkeln " halb regelmässigen Dreieck geht der zur mittlem 
Seite gehörige Entfernungsort durch den Mittelpunkt des innern Kreises. 

Man kann sich leicht von der Richtigkeit unserer Behauptung auf folgende Weise über- 
leugen : 

Soll ein Entfernungsort, z. B. der zur Seite a gehörige, durch das Centnim des innern 
Kreises gehen, so muss der Werth fiir das Aggi-egat jeder Ternion von Senkrechten das Drei- 
fache vom Radius dieses Kreises betragen, weil ja offenbar eine dieser Ternionen, — die von 
dem Mittelpunkte des Kreises aus gefällten Senkrechten — diesen Werth hat. 

Darum und wegen des früheren Salzes (18) erhalten wir 

,_.._■ , A 



coa^ -5- == ; 



und darum nach bekanntem Satze 



^ 30^ 



Soll also dir zur *i(,ite a gthorige Entteinungsort durch den Mittelpunkt des innein Kieises 
gehen, so muss ihi Gegenwinkel bO d h das aiithmehsche Mittel zwiscbin den bcidtn mdern, 
das Dreieck also ein nirh den Winkeln halb regulaies sein 

Zus. Die drti iussctn Winkclhalbiei enden s hneidei diesei Enlfernun^soit m Punkten, die 
um das Dreifache der Lange des Radiua des innern Kreises \on den Gegenseiten dei halbierten 
Aussenwiukel entternt siul 



41. Mehr als einmal haben wir bisher zu btmerken Gelegenheit gehabt, dass die Excentri- 
cität eines Dreiecks in die emzelnin dessen Entfernung surtcr betieffenden Eigensch itten enger 
verflochten ist, als in in es infangs \ermuthin mochte angesucht bietit sich daher die Frage 
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dar, welcbes deiui die Lage unserer Entfemungsörter gegen diese Gerade sein möge? Zur Be- 
antwortung derselben dient Fiilgendes. Es sei MI ("Fig. 9) die Escentricität des Dreiecks ABC ; 
MK und IL senkrecht auf BC und letztere verlängert bis sie die durch M mit BC parallel ge- 
logeiie Gerade ia schneidet 
Alsdann ist: 

. „A OM KL BK — BL 

sin OIM = ~pi^ = = 

IM e e 



Die rechte Seite unserer Gleichung ist aber niclits anders, als der früher (32) gefundene 
Werth für den Sinus der Winkel, unter denen die Seite a von den EntfernungsÖrtem geschnit- 
ten wird. Wir sehen also, dass die beiden Winkel, unter denen eine auf a Senkrechte von der 
Excentricität geschnitten wird, einzeln gleich sind denen, welche a selbst mit den Entfernungs- 
Örtem bildet. Daraus aber folgt nothwendig, dass die Entfemungsörter senkrecht anf der Ex- 
centricität stehen. 

Wir erhalten demnach den bemerkcnawerthen Sati: 

Die drei Entfemungsörter jedes Dreiecks schneiden dessen Excentricität unter reckten 
Winkeln. 

Zus. I. ßeieichnet man daher die Winke!, unter denen die Excentricität den Seiten a, b, c 
(von denen b die mittlere, a die grösste und c die kleinste sein soll) begegnet, beriehlich durch 
et, ß, y, so ist 



cos^ ^ (sin A — sin B) , — 

Daher ist 

Zus. 2. cosj? = cos« -j- cnsj' 

Zus. 3. unter den drei Winkelpaaren, welche die Excentricität mit den drei Seiten bildet, 
das zur mittlem Seite gehörige dasjenige, dessen Winkel sich am mekten von der Grösse 
les Rechten entfernen. 
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Zus. 4. Die diei Wiiikelpaare, welche die Escentricität mit den Dreieckshöhen bildet, sind 
einzeln denen gleich, unter welchen die zu den Höhen lugehörigen Seiten von den Eutfernungs- 
örtem geschnitten werden. 

42. Wir kehren jetit noch einmal zu den Kreisen zurück , die sich um die Dreiecke ÄHI, 
BFG und CDE beschreiben lassen und von denen wir schon früher (28) nachgewiesen haben, dass 
sie von gleicher Grösse und zwar, dass ihre Radien gleich der Excentricität des Dreiecks sind. 

Der Kürze halber wollen wir in dem Nachfolgenden diese Kreise, wenn von allen dreien 
die Rede ist, mit dem Kamen der gleichen Kreise bezeichnen, und sie von einander nadi 
ihren Mittelpunkten als die Kreise um K, um L, um N unterscheiden. 

Da (Fig. 10) ÄE = AB, und AG = AC, und darum auch 

AE . AC = AB . AG 

so ist der Punkt A ein Punkt gleicher Potenzen für die beiden Kreise um L und N, mithin die 

von Ä aus auf LN gelallte Senkrechte Potenziiuie der beiden genannteu Kreise. Dieselbe musa 

überdies wegen der Gleichheit unserer Kreise der Axe LN im Halbierungspunkte X begegoen. 

Demnach ist nicht nur LA ^ NA sondern auch LAX ^= NAX, und darum, weil, wie von 

selbst klar, AABL ^ A AEN, ^ 

BAX = CAX 

d. h. die den Winkel A des Urdreiecks Halbierende ist die folenzlinie für die beiden Kreise 
um L und N. 

Ganz in derselben Weise lässt sich zeigen, dass die die Winkel B und C Halbierenden eiu/elii 
die Potenzlinien bilden für die Kreispaarc K, N und K, L. 
Wir erhalten so den 

Lehrsatz: Die innem Winhelkalbierenden des Urdreiecks bilden für die drei gleichm 
Kreise die Polenzlirtien. 
43. Daher ist 

a. Der Mittelpunkt P vom Innern Kreise des Urdreiecks der Punkt gleicher Polcnzcn für 
die drei gleichen Kreise. 

b. Dieser Punkt P zugleich auch Mittelpunkt sowohl tur einen Kreis, den die drei gleichen 
von aussen, als auch für einen, den sie von innen berühren. 

c. Für den erstem dieser beiden genannten Kreise ist der Radius R ^ e, für den letz- 
tern R + e. 

d. Die von P aus an die drei gleichen Kreise gezogenen Taugeuten sind (in den zwischen 
P und den Berührungspunkten enthaltenen Segmenten) von gleicher Grösse, und zwar ist jede 
derselben die mittlere Proportionale zwischen dem Durchmesser des äussern und dem Radius des 
innern Kreises vom Urdreieck. 

Denn aus einer bekannten Eigenschaft des Kreises in Verbindung mit dem unmittelbar Vor- 
gehenden (c) folgt, dass das Quadrat einer solchen Tangente gleich ist 
VR + e) (K — e) = R^ - e« = 2 Rr 
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e. Da nun aber bekdiindirL jede durrh den Mittelpunkt des hinern Kreises eines Dreiecks 
gezogene Sehm des äussern in diesem Mitttljiunkt in zwei Segmente getheilt wird, deren Rechteck 
= 2 Rr ist, so miiss 

AP . PY = PA . PZ 
und darum auch 

PY = PZ 

d, li. jede innere Winkelhalbierende des Ürdreiecks, nachdem man sie verlängert hat bis zum 
zweiten Durchschnifl mit der Peripherie sowohl <ies äussern Kreises vom Urdrcicck als desjenigen 
der drei gleichen Kreise, tFclcher mit der Winkelhalbierenden durch einerlei Ecke des Urdreiecks 
geht, hat den Miltelpiiukt des inneru Kreises zum Halbierungspunkt. 

f. Schneiden sich unsere gleichen Kreise, so liegt jedes Paar zusammengehöriger d. h. durch 
die Peripherieen desselben Kreisp.iares gebildeter Durchschnittsp unkte mit einer der Ecken des 
Urdreiecks in gerader Linie. 

44. Auch die äussern Winkelhalbierenden des Urdreiecks bilden Potenzlinien und zwar für 
die drei Kreispaare, welche man dadurch erhält, dass man den äussern Eireis des Urdreiecks mit 
je einem der drei gleichen verbindet. 

Denn zieht mau Cü, die ge mein seh al'tli che Sehne eines unserer eben genannten Kreispaare, 
so ist {wenn man sich noch U sowohl mit A und B, als mit D und E verbunden denkt), 

tfi 
ABDU — AA-EU, weil sie ein Seitenpaar und zwei Winkelpaare gleich haben , darum die 

Dreiecke ABU und DEU gleichschenkelig, also, weil DUE = C, DCU = DEU = -^ (A + B) ; 
darnm Cü äussere Winkelhalbierende der Ecke C. 

Zus. .,1. Daher sind die Mittelpunkte der Berübruugsk reise des Urdreiecks die vier Punkte 
gleicher Potenzen für die vier Ternionen von Kreisen, welche sich aus dem äussern Kreise des 
Urdreiecks und den drei gleichen Kreisen bilden lassen. 

Zus. 2. Aus unserem Beweise ergiebt sich noch, dass die Mittelsenkrechten von AB und 
DE sich in dem Punkte schneiden , welchen die Peripherieen der Kreise um ABC imd DEC 
neben C als zweiten Durchschnittsp unkt haben. 

45. Da CU und KL einander parallel, als beide senkrecht auf der innern Winkelhalbierenden 
CPS, da ferner ON und CU als Axe und gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise auf einander 
senkrecht, so schneidet NO verlängert auch KL unter rechten Winkeln; eben so ist es mit LO 
in Beziehung auf KN und mit KO für LN d. h. 

der Mittelqunkt des äussern Kreises vom Urdreieck büdel den HöhendurchschniU für 
das Mütelpunktsdreieck KLN. 

46. Da BLOP ein Antiparallelogramm, weil BP || LO, als beide senkrecht auf KN, und BL 
als Radius eines der drei gleichen Kreise nach dem frühem Satze (29) gleich der Excentricität 
PO des Urdreiecks, so sind auch desspn Diagonalen von gleicher Länge, also 

PL = BO 

5- 
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d. h. die äussern Kreise des Urdreiecks und des MiUelpunklsdreiecks sind von gleicher 

Grösse. 

47. Da die Seiten des Dreiecks KLN senkrecht auf den iuneru Winkeiiialbicrenden des 

Urdreiecks stehen, so sind die Winkel desselben von gleicher Grosse mit denen, unter welchen 

sich die Winkelhalbierenden schneiden, also jeder gleich der halben Summe zweier Winkel des 

Urdreiecks. 

Da nun, nach bekanntem Satze 

AKLN = 2 R2 . sin LKN . sin KLN . sin KNL, 
so ist auch 



AKLN 


= 


2 R' cos 


2 


. c«. 


S -j . c 


OB 


2 
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2 R». 
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esm|,k 


K 

2 


.si. 
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2 K«. 




A . 


sin B . 


si« 


c 















AKLS = -^^-_ . A 

Zus. 1. Es ist also AKLN grösser als das Ürdreieck, so lauge das letztere ungleichseitig, 
und zwar desto grösser, je ungleichseitiger ABC ist. 

Zus. 2. Dagegen behauptet unsere Formel, dass wenn das [Jrdreieck gleichseitig, also 
R = 2 r sei, das Mittelpunktsdreieck KLN ihm an Grösse gleich sei. Dies ist insofern richtig, 
als die Dreiecke AHI, BFG, CDE für diesen Fall in Punkte zasammenschwinden , die mit den 
Ecken des Urdreiecks zusammenfallen, wo also die Mittelpunkte der äussern Kreise dieselben 
Punkte sind, also K, L, N beziehungsweise mit A, B und C zusammenfallen, also beide Dreiecke 
ä werden. 

„ _ 2 A 



48. Da wie bekannt 



fV= > (a+ b + c). 



AKLN = ^ (a + b + c) . R 



d. h. das Mitlelpunktsdreieck ist viermal so klein als das Rechteck aus dem Umfange des Ur- 
dreiecks und dem Radius seines äussern Kreises. 
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49. Bezeidinet ö den F^chenraHin iles Dmecks, dessen SpitJieii die BiTÜlirungspiuikte des 
iiinem Ifreises bilden, so ist bekanntlich 



4 6 . AKLN == - 



d. h. Das Urdreieck ist die mittlere Proporti onalQäche zwischen dem Mittelpunkts drei eck ItLN 
und zwischen dem Vierfachen des durch die Berührungspunkte des innern Kreises bestimmten 
Dreiecks. 

50. Verbindet man den Mittelpunkt des äussern Kreises eines Dreiecks mit den Endpunkten 
einer der Seiten, so bildet, wie bekannt, jeder dieser Radien mit dieser Seite einen Winkel, 
der das Complcmcnt zum Gegenwinkel dieser Seite ist. Demgemäss ist LKP gleich dem Com- 
plement zu KNL d. i., wie wir aus (47) wissen, zu ^ (A + B), es ist mithin LKP = ü C; 
daher sind die beiden Dreiecke KPS und CPQ ähnlich, also auch CQP = KSP = 90" also 
steht die Gerade KPft senkrecht auf BC und ist darum = II -j- r, und wir sind so zu dem 
Satz gelangt: 

Die Mütelpunlcte unserer drei gleichen Kreise sind einzeln von den einzelnen Seilen 
des Ürdreieccks gleich weit entfernt und zwar um die Summe der Radien des äussern 
und innem Kreises vom Urdreieck. 

51. Da die Entfernungen des Mittelpunktes des äussern Kreises von den Seiten a, b, c 
durch R cos A, R cos B, R cos C dargestellt werden, also das Aggregat dieser Entfernungen 
durch 



R (cos A + cos B + cos C) = R n + 4 sin ~ . sin ~ . siii ^ ) = R + i 



2 



so ergiebt sich hieraus der bemerkenawerthe Satz; 

Die Entfernung jedes der drei Mittelpunkte von einer der Seiten des Urdreiecks ist 

gleich dem Aggregat der Entfernungen des Mittelpunktes des äussern Kreises von allen 

drei Seiten. 
52. Zieht man in einem unserer drei gleichen Kreise den Radius nach demjenigen Durch- 
sciinittspunkt seiner Peripherie mit der des äussern Kreises vom urdreieck, der nicht eine der 
Ecken dieses Dreiecks bildet, z. B. in dem Kreise um N den Radius NU, so ist das Viereck 
POUN ein Parallelogramm, weil nach dem, was wir in frühem Sätzen nachgewiesen haben, 
beide Paare der Gegenseiten ein7eln gleich sind; daher ist NU parallel der Excentricitnt und 
darum senkrecht auf der Ricltfung der Entfernungsörter ; also 
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die drei Badien unserer drei gleichen Kreise, welche durch diejenigen Durchschnitts- 
punkie mit der Peripherie des ürdreiecks bestimmt werden, welche nicht mit Ecken des 
Ürdreiecks zusammenfallen, sind unter einander parallel und zwar stehen sie senkrecht 
auf den Entfernung sör lern. 

53. Dagegen ist die Potenslinie VW der beiden gleichen Kreise um ABC and KL]S,-weit 
sie auf der Excentricität PO, als der die Äxe dieser beiden Kreise bildenden Geraden, senk- 
recht steht, mit unsern EntfemungsÖrtem parallel. 

54. Da iu dem Rhombus FVOW die (Juadratsunime der Selten so gross ist als die Quadrat- 
summe der Diagonalen, so ist 

VÜ^ = 4 R2 - PO* 

= 4 Rä - (R3 — 2 R r) 
= R (3 R + 2 r) 
d. h, die gemeinschaftliche Sehne der beiden gleichen Kreise um ABC und KLN ist das geo- 
metrische Mittel zwischen dem Radius des äussern Kreises uad dem um dem Durchmesser des 
inanern Kreises verlängerten dreifachen Radius eben dieses äussern Kreises. 

55. Construiert man die Poteuilinie für den Kreis um KLN und einen der drei gleichen 
Kreise z. B. den um K, so muss diese Gerade ttß weil sie senkrecht auf PK, und "wir bereits 
nachgewiesen haben, dass PK senkrecht auf BC, dieser ietütgenannten Seite des Ürdreiecks pa- 
rallel sein. Aohniiches gilt natürlich für die beiden andern PoteuKÜnien. 

Zus. I. Diese drei Potenzliuien bilden also bei hinreichender Verlängerung ein Dreieck, 
welches dem ürdreieck ähnlich ist. 

Zus. 2. Und zwar liegen dessen Spitzen auf deu Winkelhalbierenden des ürdreiecks, da 
ja je zwei dieser Seiten als Potenzlinien mit der Potenzlinie eines Paares der drei gleichen 
Kreise, also mit einer inuern Winkelhalbierenden des (Jrdi'eiecks einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt haben müssen. 

Zus. 3, Die innern Winkelhalbierenden des Ürdreiecks gehören daher als solche auch /.u- 
gleich dem neuen Dreieck an. 

Zus. 4. Darum gind die Innern Kreise der beiden genannten Dreiecke coucentrisch. 
Zus. 5. Auch von den Mittelpunkten unserer drei gleichen Kreise sind die Seiten des neuen 
Dreiecks gleich weit entfernt, und zwar um den Unterschied zwischen der Länge von R und 
der vom Radius des innern Kreises unseres neuen Dreiecks. 

Zus. 6. Dieser Radius des innern Kreises vom neuen Dreieck ist 

2 +^- 
also um die Hälfte des Halbmessers vom äussern Kreise des ürdreiecks griisser als der Radius 
des innern Kreises dieses Dreiecks. 

Denn bezeichnet man durch d den Durchüchnittspunkt zwischen PK und aß, so ist Pd die 
Länge unseres Radius. 
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In (icm Dreieck PaK ist nUQ aber; 

PS' — Kä* = PS' — iE', 

(P(J + KJ) (Pä — Kä) = R' - Ri» 

R . (B — 2 K«) = R" — (R« - 2 Rr) 

= 2 Rr 

n — 2 K* = 2r 

iiko P(! = R - (^ - r) 

Ziis. 7. Die Entfernung je zweier puriiUeler Seiten des Lirdreiecks und des neuen Dreiecks ist. 

1 + ^' 

Zus. 8. Die den Seiten n, b, g des IJrdreiecks parallelen Seiten des neuen Dreiecks haben 
zu Längenwerthen die Ausdrücke 

R + 2r U + 2r , R + 2r 

____.a,~^-_.b, ^— . c. 

56. Nach einer bekannten Eigenschaft der Vierecke haben die Pcriphoriecn derjenigeu vier 
Kreise, welche sich um die durch Verlängerung von je zwei Gegenseiten bis zum Durchschnitt 
entstandenen Dreiecke beschreiben lassen, einen gemeinsamen Dur chschnittsp unkt. Die Fuss- 
punkte der von diesrai Durchschnitt aul" die Vierecksseiten gefällten Senkrechten Üeg'en in ge- 
rader Linie. 

Demnach liegen die Fusapunkte der von ü auf AB, AC, BC, DE gefliUten SenkreUittn m 
gerader Linie. Wir wissen aber hereits aus 43, Zus. 2, dass. diese Fusspunkte für die heilen 
AB und DE mit deren Halbieinngspimkten zusammenfallen. Da femer, wie wir ebenfalls wissen, 
Cü äussere Winkelhalbierende ist, so müssen die hegmento, dio duich die beiden übrigen Senk- 
rechten auf CB nnd auf der Voilaugcrnng \ouCA von C aus abgeschnitten weiden, >oi) gleicher 
Länge sein. Dieser letztere Umstand aber macht es uothwendig , dass unicie durch die \ier 
Fusspunkte bestimmte Gerade parallel der durch C gehenden Innern Winkelhalbierenden ist. 
Wir erhalten also den 

Lehrsati; Hat ein Viereck drei gleiche Seiten und man verbindet die Halbierungs- 
punkte der vierten und ihrer Gegenseite unter einander, so ist diese Verbindende parallel 
der Geraden , welche den von den beiden übrigen gleichen Seiten gebildeten Winkel 
halbiert. 
57. Aehnliches wie für den Punkt U gilt natürlich für die beiden ihm entsprechenden Punkte, 
in denen die Peripherie vom äussern Kreise des ürdreiecks durch die Peripherieen der beiden 
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andern von den drei gleichen Kreisen geschnitten wird. Man erhält demnach dio drei Geraden 
anf denen einzeln die Fusspnmkte der drei Quateruionen von Senkrechten liegen, wenn man durch 
die Halbierungspunkte der Seiten des ürdreiecks Gerade zieht, welche den die Gegenwinkel 
dieser Seiten halbierenden parallel sind. Diese drei Geraden aber haben nach einer bekannten 
Eigenschaft der Dreiecke einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt, und iwar liegt derselbe 
mit dem Schwerpunkt und dem Mittelpunkt des inneni Kreises dergestalt in gerader Linie, dasS 
er von dem zwischen den beiden andern liegenden Schwerpunkt lialb so weit entfernt ist, als 
dieser selbst vom Mittelpunkt. Wir gewinnen so den 

Lehrsatz: Die drei Punkte, in denen die Peripherie vom äussern Kreise des ür- 
dreiecks die Peripheriecn unserer drei gleichen Kreise schneidet nnd die nicht Ecken 
des ürdreiecks sind, haben die Eigenschaft, dass nicht nur die Fusspunkte der Senkrechten, 
die man von einem derselben auf' die Seiten des ürdreiecks nnd auf denjenigen Ent- 
fernungsort fällt, der zu der Seite gehört, durch deren Gegenecke der betreffende Kreis 
geht, in gerider Linie liejen, sondern dass auch diese so tntshndenen drei Geraden 
einen geraem^chittlichen Duichschnütspunkt haben und zwar den Miittipunkt des innern 
Rrtises für dasjenige Dreieck, dessen Spitzen mit den Hdlbieiungsp unkten der Seiten 
des Uidieiecks zusammenfalkn 
Anmerkimg 1 DIp bei der Enluickelung des lorslelienden ßnlzes erwabnle und benulzle Eigensclilft der 
Dreiecke welch'- wenn ii,li niclit irre ^nersl In Geigonnes Annalun znr Sprache gebraclil nnrde ist folgende 

Zlebl man In einem Dreieck ABC (Fig II) dr<^i Transversalen VO, Bh. CF 'ju dass sie einen gemeinschftfi lieben 
DnrchscbnlUspunkt K haben unl nill ihnen einzeln datch die HalMerungspnnkle G H I der Ihnen z [gehörigen Selten 
Parallelen so haben anch diese bei hinreichender % erlüngerung siela einen gonieinscbaflllchen Durchleb nitl-punlit L 
welcher mll K und dem DrPiecks Scliwerpunkl S In gerader Linie Uegl und zwar so dass L der üher S hlmuige 
banden Verlängerung von hS angehOrt und Ks <^ 2 SL Isl Ausserdem ist Ui => 2bL Bb ^^ 2 HL Ch ^^ 2 IL 
Bew Durch G und n ziehe man Faranen nitt AD und BE ^erblnde deren Durch schnillspunKt L mll I und «eige 
dass LI [ CF Ist Zu diesem Ende verlängere man die drei Geraden LG LH, LI über G H und 1 hinaus jede um 
ihre eigne Lunge 

Es sind darnach die Vierecki- \0SL BMCI und CLAN «eil in Jedem die Diagonalen sich gegenteilig halbieren 

Parallelogramme also Bfl^t^t^^ daium aach AB^^MN nnd mithin neil auch AD g LM und SE |{ L\ 

^IBK = ^ IMV also auch di^ Vierecke XJiI M a>i BKM da je ein Pair Gegenteilen gleich ai d parsliPl 

Paialleloeramme demna h K\:^BI:^\0 also auch KU4^iN4^r L also auch LKLO ein PariUel grimm mithinll |j IC 

Dl öewieHBH isl dis- 4K = IM sn jsl offenbar 4h = 2 GL elc 

Ziehl min endlith die beiden Seilen halbier enden \G und BH um in ilirem Durchsei nUl S flen Schwerpunkt za 
erhallen und verbindet S mit k und L so sind die beiden Dreiecke AhS und Gl 8 vieU AK ^ 2 GL \.S nie he 
kannl = 2 ts und K\s = «GL einander ähnlich also auLh Asx = LSM also liefen K » und I in gerader 
Unie und isl KS =^ 2 SI 

Anmerkung 2 Die io e len erwie enc EiEen^cbiift dT Dreiecke iii ein besonderer Fftl! folgenlen aUge 
metneren Satzes 

Zieht man in einem Dreieck ABt (Fit 12} drei beliebige nur niuht einander paralklo Transvtr aalen \n BE li 
und durch die HalhierungSQUnkle ihrer rugeharleen Seilen mtl ihnen | arallel die Geriilen GO , US )P so steht das 
von den drei ernteten Lii itn «ebildele Dreieck KLM zu dem der drei ielileien tlOP in einer solclien Beziehung d^ss 
lede Seite von diesem halb so gross isl als die ihr pÄiallele heile lon jenem die Scliw erpunkle beider Dreiecke mit 
dem eea Urdieiecks in geiader Linie litgen und znar der letztere zwischen Jenen beiden und vom Schnerpunkt des 
Ureiecks KLM noch einmal so weit entfernt als von dem deu andern Auch sind die Segmente vielelie auf einer 
Transversale Cvan der Dreleoksspitze aus gerechnet) dutc! die beiden andern gebildei werflen einzeln doppelt so 
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gma« als die Mufken uelclie auf der ml der •-r len TrinHversde piraUel'>n niillellin e vom S IIb leruiigsp unkt d t 
Dreleckssetle aus durch die beiden andern tlitielUnien abgeschnillen werden a[«o A.h. ^ 2 GM Ali ^^ 2 GO etc 

■Vlaa zlebe GH weil nun Z:.\Bh «i ^GHN und AB = Z VK so Ut auch AK -— 2 G\ Und BK ^ 2 HN und 
In gleicher tt eise AI ^ 2 GO BM ^ 2 HP CL = 2 10 und CM ^ 2 IP also KL, AL — 4K = 

2 (GO — GN> = 2 NO eben So K"»! :=^ 2 ^P und LH — . 2 OP 

Es seien S und S die Schwerpunkte der Drelcche hLH und NüP negen der gegenijeitigeti Lage und Grusac 
dieser Dreiecke nie wir sie berells kennen lat kb' || \S ' und kS = 2 \-i zieht man alio die beiden Geraden 
KN und «. S nenni Ihren D irob-cliiiiltspunkl s so ist -iikss »i __\ss und SS — 2 S-- ■'o wie kS 2 NS 
ZiBlt man je /t VG uud nennl Ihien Durrhscbitllt mll kN torjäung ^ so ist »eil AAkb m Ag\8 und 
AK — 2 GN aucb kS — 2 >S" , also /aUcn S und 1 zusammen und S ist »eil Aa = 2 GS der Schwer 
putikl des Crdreiecks 

Es iil leichi zu sehen »le d eser Salz den in der \origen Anmerkung milgelheilten ali apec eilen Fall in sich 

58 Wir habptt bisher die dussern Kieise btos derjenigen Dreiecke betrachtet, welche die 
Eatternungsortei mit deo nicht zugehüngeD Suten bilden Es. giebt iber ausbcrdcm noch sechs 
Kreise, m den drei DreiecLspactien gehung, von denen jedes durch einen Lntternungsoi t mit dei 
zugehuugen beite und je einer dei nicht mgchoiigen gebildet wiid 

Diese sammthcben neun Kieisc sundetu sich naturgeniass in eben der Weise wie die Dreiecke, 
zu denen sie gehören, in drei Giuppen \on den Dreiecken nimlich smd je drei solche, m 
deren Entstehung dasselbe Seitenpati de'» üidieiecks mifwiikt, ähnlich und bilden als solche 
einen engeicn \ erein unter einander Es entstehen anl diese Weise drei Kreisternionon. Wir 
unteischtiden m jeder Tunion einen Hduptkieis und zwei ^cbenkieise, unter ersteren verstehen 
wir denjenigen, welcher einer der drei nntei dem 'S iinen der gleichen Kreise uns bereits be- 
kannten ist, unttr Ntbenkreiseu die beiden andern 

Zu^ordeist ^t nun leicht zu sehen, und auch früher (26) beieits bemerkt worden, dass die sechs 
Nebenkfei«e pairweise einander gleich sind, und zwai je zwei solche, welche zu Dreiecken ge- 
hören, die duich tinon und denselben Entfernungsoit gebildet weiden, so z, B. die Kreise der 
Dreiecke QAE und QBÜ (Fig. 6), weil offenbar 

AE _ BD 

2 sin AUE 2 sin BQD " 

59. Bezeichnet 'R den Radius jedes der beiden Nebenkreise, welche zu den Dreiecken ge- 
hören, die von dein zur Seite a gehörigen Entt'ernungsort gebildet werden, und haben "R und "'R 
dieselbe Bedeutung lür die beiden andern Orte, so ist 

■R- "' 

" ~ 2 sin BVl 

■ » (32) 
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60. Hieraus ergiebt sich: 

a. dass, wenn AU (Fig. 6a) äussere W'iDkelhalbierende ist, und man, wie gewöhnlich, BU =: a' 
CU = a" setzt, und weun b', b" und C, c" ähniiche Bedeutung für die durch B und C geüeo- 
den äussern Winkelhalbierenden haben. 



H 


= 


b 


R' = 


= 7 


. R' 




"R 


= 


li' 


. R" 


= 


b" 
c 


R- 


■B 


= 




R" 


' = 


— . 


R" 



da ja, wie bekannt, -r- = — = r-' etc. ist. 

■■ ' ' b c b — c 

■b. dass alte Nebeakr^se grösser sind als die Haujitkreise, da ja e gleich dem Radius der 

Hauptkreisc und jeder der drei Brüche ; , — ~_, _ — ^— -m-össer als Eins ist 

■^ ■' b^c'a — c'a— ■ü'' 

c dass die NebenkniSL memals alle unter einander gleich stin können, \*ahrind die Haupt- 

'ki'edse, wie wir bereits '\n'>spn, e^ immer sein uiiissen, diss nimentluh wenn 

i > b > c 

stets 'R "> "R ist, weil la alsdann offtnbar t ~> ~ 

-^ ' ■• b— ca — c 

d. Dass auch stets 

"■n > "R 

;. c b_ ^ (~ a + b + c) (b - c) 

^' a — b a — c (a — b) (a — c) 

also der Unterschied ; — additiv ist , mithin jederzeit die iteideu Kebenkreise der- 

a — b a — c ' ■' 

jenigen Dreiecke die kleinsten sind, weiche der zur mittlem Dreiecksseite gehörige Euffcr- 
nungsort bildet. 

■61. Von selbst bietet sich ilie Trage dar, wie es um die Grussenbeziebung von 'R und '"R 
stehe'l Diesc11)e verdient auch darum eine nähere Erörterung weil man bei ihrer Entscheidung 
nicht so nnmittelbai' und einfach zum Ziele gelangt, wie man nach den entsprechenden Unter- 
suchungen über die beiden Halbmesseqjaare 'R, "R und "R, '"R zu erwarten geneigt ist. Zwar 
hängt die Antwort auf die Frage, welcher von den beiden Radien 'R und '"R der grössere sei, 
allerdings davon ab, ob der Unterschied 



additiv oder subtractiv sei, allein die nächste und natürlichste Umgestaltung desselben, der Ausdruck 

a^ + c" -^ fa + c) b 

(a - b) (b - c) 
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entbebrt derjenige» Form, die geeig;net wäre, um uumittelbar imd mit Sicherheit das Vorieichen 
des Zählers zu bestimmen. Wir müssen daher einen etwas andern Weg einschlagen. 

Setzen wir a ^ nb, b = rc, also a = nrc, wo wegen der ausdrücklich gemachten Vor- 
aussetzung, nach welcher a ^ b ^ c, sowohl n als r grösser als Eins sein müssen, so ist 

a c __ nr I 

b — c a — b r — 1 r(n — 1) 

= " (n — 1'' r' — 1- + 1 
r (n - 1) tr - 1) 
Soll also der die linke Seite unserer Gleichung bildende Unterschied additiv sein, so muss 
l-r [l -n(„ ^ l)r]>0 

also auch — — ll — n{n — Ijrj^^o 

oder n . (n - 1) r > 1 - — 

und mithin auch 

n.(»-l)>^0-i)».in. 

So oft also die vorstehende Bedingung ert'iillt ist, wird 'R grösser als '"R sein ; das Gegen- 
theil wird Statt finden, wenn 

a.(„-l)<J-(l~|) 

Und beide Fälle sind möglich; denn wahrend einerseits n, weil^l, um so mehr^ 1 ^ 

ist, muss andererseits stets n — 1 ■< — sein, da ja nothwendig b + e ^ a also r + 1 > nr, 

mithin 1 ;^ r (n — 11 und darum n ^ 1 «C — ist. 

So würde z. B. der erste Fall Statt finden wenn n = ^ und r = 4 wäre , dagegen der 
rweite eintreten für die Werthe von n = ^ und r = 2- 

Gleich gross werden natürlich 'R und '"R sein, wenn 

n (n - 1) = I (l - 4) oder 

Ha + ( — \ = o ist. 

62. Zieht man zwischen den Schenkeln jedes von zwei Scheitelwinkeln eine beliebige Anzahl 
paralleler Linien und beschreibt um die Dreiecke, welche sie einzeln mit den Winkelschenkeln 
bilden, Kreise, so liegen deren Mittelpunkte unter sich und mit dem Winkel seh eitel in gerader 
Linie. Denn zieht man an einen unserer Kreise in dem Punkte, welcher den Peripherieen aller 
gemeinschaftlich ist, — in dem Winkelscheitei — eine Tangente, so muss diese auch alle übrigen 
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Kreise in diesem Punkte berühren, als eine Gerade, welche für jeden der übrigen einer Kreis- 
Sehne in dem genannten Punkte unter Winkeln begegnet, ■welche den Winkeln in den Wechsel- 
abschnitten dieses Kreises gleich sind. 

Unmittelbar erglebt sich hieraus j dass von den neun Kreisen, welche sich um die von den 
Entfernungsörtern mit je iwei Urdreiecks selten gebildeten Dreiecke beschreiben lassen, je drei 
solche, die nach unserer früheren Classificierung zu derselben Tcmlon gehören, unter sich und 
mit einer der Spitzen des Urdreiecks in gerader Linie liegen, oder, was dasselbe Ist, dass die 
Mittelpunkte von je zwei zusammengehörigen Nebenkreisen auf einem Durchmesser ihres Haupt- 
kreises liegen und zwar auf demjenigen, welcher durch die dem Hauptkreis zugehörige Spitze des 
Urdreiecks bestimmt wird. 

63. Diese drei so eben genannten Haaptkrelsdnrchraesser haben einen gemeiuschaftUchen 
Durchschnittspunkt, und zwar liegt derselbe auf der Peripherie des äussern Kreises vom Urdreieck. 
Denn da (Fig 16) 41 = a — c = CD und 4M = IM = CK = DK, so ist 
DtK = M\I = HXY = BAO 

HO Y und diL Puuktt ^ind, m denen die Seite BC und iler duich C gthendt Hiujikrei^ 
durcbmLSser ^on dem durch A gehenden gischmflen weiden 

Demnach sind die Dieiecke 4B'i und COY ahniiLh, mithin 4Bt, = 40( alsu liLgt lut 
der Peziphuit des Kreists um ABC, disselbe lasst sich vin dem Duithschmltspunkt jedes der 
beiden andern Paaie dei Hiuplkreisdurchmesser eiweisen, daium ist es nothwendij, dass jeder 
Aon den beiden indem m dim Punkte geschnitten wud, wo er selbst dei Peripherie dis Kreises um 
ABC Kum zwutenmil (das erstemal geschieht es m eintr dci Ecken des Lidreiecks) begegnet 

64 Ddher haben auth die diei Taiigenten, welche sich durch dit Spitzen des Urdreiecks an 
die cinielnen KrtisiLiniunen ziehen lisaen, einen gemeinschaftlichen Duichschnittspunkt, dei gleich 
lalls auf der Peiiphene des um ABC beschuebenen Krtises liegt Fr ist offenbar dei andere 
Scheitel des duich ü bestimmten Durchmessers diesp*i Kreises 

65 Jeder unseier Hiuptkieisdurchmesser bildet mit jeder dei beiden Seiten, duich deren ge- 
meinschallhchen Endpunkt er geht, einen Winkel, welcher den ^on der andem Seite mit dm 
Entfernungsörtern gebildeten zu einem Rechten ergänzt. So ist (Flg. 16) z, B. OAC = HAK ^ 
dem Com^ilement von der l^lfte des Winkels AMH d, i, AIH. 

Nun wissen wir bereits, dass die Esccntricität des Urdreiecks jeder Seite unter Winkeln 
begegnet, welche die Winkel zwischen eben dieser Seite und den Eulfernungsörtern einzeln zu 
einem Rechten ergänzen. 

Hieraus ergiebt sich die bemerkenswert he Beziehung: 

Zieht man nicht nur einen unserer Hauptkreisdurchmesser, sondern auch die Excentri- 
cität, verlängert letzere bis zum Durchschnitt mit den beiden Selten, durch deren gemein- 
schaftlichen Endpunkt der Durchmesser gebt, so Ist der Winkel, unter welchem eine dieser 
Linien einer der beiden Dreiecks selten begegnet, gleich dem, welchen die andere mit der 
andern beite hüdet. 
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66. Der gemeinschaftlihhe Diirchschoittspunkt Z (Fig. 16) der vorher (64) gcnitnnten Tan- 
gentea hat gegen die Ecken des Urdreiecks eine solche Lage, dass seine Entfernung von der 
einen derselben so gross ist als die von den beiden andern zusammen. 
Denn BZ = 2 R . cos BZÜ = 2 R cos BCO 

AZ = 2 R cos AZO = 2 R.cos ACO 
CZ = 2 R cos CZO = 2 R cos CAO 
Nun haben wir aber vorhin (65) nachgewiesen, dass die Winkel ACO, BCO und CAO ein- 
Kcln gleich den Winkeln sind, welche die Excentricitat mit den Ürdrciecksseiten a, b, c bildet, 
und die wir früher (41,,) mit et, ß, y bezeichnet und von ihnen nachgewiesen haben, dass 
cos/¥ = cosa + cosy; es ist daher auch 

BZ = AZ + CZ. 
67. So wenig auch die Beziehungen, welche unsere neun Kreise zu einander und zum äussern 
Kreis des urdreiecks haben, durch das in den vorhergehenden Paragraphen darüber Beigebrachte 
als vollständig erörtert angesehen werden können, so verbieten doch die dieser Abhandlung ge- 
steckten Gränzcn diesen Gegenstand hier weiter zu verfolgen. Wir müssen vielmehr zu unsern 
EntfernuiigsÖrtem selbst zurückkehren, um noch auf die besondere Kraft hinzuweisen, die sie in- 
sofern besitzen, als sie im Stande sind, die Haupteigenschaft , die au ihnen nachgewiesen worden 
und der sie ihren Namen verdanken, auch allen den Geraden mitzutheilen , welche mit ihnen 
einerlei Lage haben oder ihnen parallel sind. Es sei N (Fig. 14) ein beliebiger Punkt auf Q'S', 
einer mit QS, dem Entfernungsort der Seite AB parallelen Geraden; von ihm aus seien auf die 
Dreiecksseiten die Senkrechten NK, NL, NO gefällt; alsdann ist, wenn man, wie schon früher 
gescheheu, den Inhalt des Vierecks ABDE durch V bezeichnet. 

V = ANAB + ANBD -f ANDE — ANAE, 
also ANAB -+■ ANBD — ANAE = V — ANDE 

und darum NO + NK — NL = ^ (^ ~ ANDE) _ 
' c 

Der Werth von V ist nun, wie von selbst klar, ganz unabhängig von der Lage des Punktes N; 
aber auch dass Dreieck NDE ändert offenbar einem bekannten Elementarsatze zufolge seine Grösse 
nicht, so lange der Punkt N anf der Geraden Q'S' bleibt, wie er auch übrigens auf derselben 

sich verschieben mag. Es hat also auch — -^ — — -'undsomit das Aggregat NO 4-NK- NL 

einen von der besondern Lage des Punktes N auf Q'S' unabhängigen Werth. 

Ohne Schwierigkeit sieht man übrigens, dass, wenn Q'S' von dem parallelen Entferniings- 
oi't QS aus nicht, wie in unserer Figur, abwärts von C, der Gegenecke der zum Orte gehörige« 
Seite, sondern nach C hin läge, man erhalten würde 
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6S. Umgekehrt haben zwei Punkte in der Ebene eines Dreiecks die Eigenschaft, dass die 
Aggregate ihrer Entfernungen von den Dreiecksseiten gleich gross sind, so liegen dieselben auf 
einer mit den Entfernungsörtern parallelen Geraden, 

Es seien N und (i (Fig- lä) zwei solche Punkte, DE sei der zur Seite c gehörige Entfer- 
nungsort; von jedem der Punkte ziehe man Senkrechte nach den Dreiecksseiten ; alsdann ist 
dem vorigen Pariigraph zufolge: 

A-T , xm 2 (V - A NDE) 

NK ~ IsL + NO = — i *^ 

c 

QR + ftS + OT = ^ <^' - ^"P") 
c 

Also, weil, unserer ausdrücklichen Annahme zufolge 

NK — NL + NO = QR + QS + QT, 

auch 2 (V - AWDE) _ 2 (V - AQl>fi) 
c c ' 

darum auch A^'OE = AQ^E^ 

und desshalb, da N uud Q auf einerlei Seite von DE liegen müssen, weil sonst /\NDE = — AQDE 
sein würde, was widersinnig wäre, NQ || DE. 

Käme ein dritter Punkt X hinzu, der die Eigenschaft von N und Q theilte, so müsste er 
sowohl mit N als mit Q auf einer den Entfernungsörtern parallelen Geraden d. h. er müsste auf 
der mit DE Parallelen NQ liegen. 

So oft also beliebig viele Punkte in der Ebene eines Dreiecks die Eigenschaft haben, dass 
die Aggregate ihrer Entfernungen von den D r ei eckss eilen von gleicher Grösse sind, so liegen 
sie alle auf einer den Entfernungsörtern des Dreiecks parallelen geraden Linie. 

69. Bezeichnet man die Entfernung einer solchen Paralle Q'S' von einem der Entfernungs- 
Örter, wenn sie nach der Gegenecke von der dem Orte zugehörigen Dreiecksseite hin liegt durch + d, 
im entgegengesetzten Falle durch ^ d, die Grösse des Aggregates der Entfernungen von den 
Dreiecksseiten für einen Punkt auf einer Parallele der ersteren Art durch ^(c, ii) p, für Punkte 
auf Linien der andern Art durch -2(0, — d 
wägt, dass 



2,,_„ p = 2(., P-- 
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Gauz ähnliche Beziehungen gellen natürlich für die beiden andern Entfernungsörter. 
70. Aus den so eben entwickelten Sätzen ergiebt sich Folgendes: 

d. h. zieht man zu beiden Seiten eines Entfernungsortos in gleichen Abständen Parallelen mit 
demselben, so ist die dem Orte selbst zugehörige Temionlänge (das Aggregat der Entfernungen 
eines seiner Punkte von den Dreieckseiten) das arithmetische Mittel zwischen den Ternionlängen 
der beiden Parallelen. 

b. Uederhaupt ist, so oft von drei beliebigen den Entfernungsortern jiarailelen Linien die 
beiden äussern gleich weit von der mittlem entfernt sind, die Ternionlänge der mittlem Pa- 
rallele das arithmelische Mittel zwischen denen der beiden äussern 

c. Dagegen ist 

d. h. zwischen dem Ueberschuss der Ternionlänge einer unsrer beiden äussern Parallelen — für 
den Eutfernungsort selbst als mittlere — über die der andern ist das arithmetische Mittet die 
vierte Proportionale zum Radius des äussern Kreises, der Excentricität und dem Abstand jeder 
ParaUele vom Entfemungsort. 

c. Zieht man eine Gerade parallel mit einem Entfernungsort durch eine der Spitzen des 
Dreiecks, so ist die Temionlänge jedes ihrer Punkte so gross, als die Entfernung dieser Spitze 
von der Gegenseite. 

d. Geht eine solche Parallele durch den Halbierungspunkt einer Dreiecksseite, so bildet die 
zu ihr gehörige Temionlänge das arithmetische Mittel zwischen deu zu den beiden andern 
Dreiecks Seiten gehörigen Höhen. 

e. Wenn man daher den Entfernungsortern parallele Linien sowohl durch die drei Spitzen 
■des Dreiecks, als auch durch die Halbierungspunkte seiner Seiten legt, so sind die Ternion- 
längen der drei erstem Parallden zusammen so gross als die der drei letztern zusammen. 

f. Die zu der durch den Mittelpunkt des äussern Kreises mit einem Eutfernungsort parallel 
gezogenen Geraden gehörige Ternionlänge ist so gross als die Radien des äussern und innern 
Kreises vom Urdreieck zusammen, weil, wie bekannt, das Aggregat der Mittelsenkrechlen, d, h. 
der aus dem Mittelpunkt des äussern Kreises auf die Dreiecksseiten gefällten Senkrechten, gleich 
der Summe der beiden genannten Halbmesser ist, oder weil 

R (cos A + cos B + cos C) = R + r ist. 

g. Eine solche Parallele, durch -den Mittelpunkt des innern Kreises gezogen , hat eine Ter- 
nionlänge, welche das Dreifache vom Halbmesser des genannten Kreises bildet. 

h. Dagegen ist der Radius .eines äussern Berührungskreises eben so gross als die Teruion- 
JüJige der durch seiu^i Mittelpunkt mit den Entfernungsortern parallel gezogenen Geraden. 
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i. Fragt man nach derjenigen Parallele, für welche die zugehörige Ternionläntje das arith- 
metische Mittel zwischen den drei Höhen des Dreieciis ist, so ist es keine andere als die, 
welche dnrch den Punkt der mittlem Entfernung oder den Schwerpunkt gezogen ist. 

k. Die Ternionlange einer solchen Parallele, welche durch einen der Berührungspunkte des 
inneru Kreises gezogen ist, ist das arithmetische Mittel zwischen den Ternionlüngen der heiden 
Entfernungsörter, lu denen die Seite, auf welcher der Berührungspunkt liegt, nicht gehört. (10) 
1. Wenn man daher darch alle drei Berührungspunkte des Innern Kreises Parallelen mit den 
Entferaungsörtern zieht, so sind die drei zu ihnen gehörigen Teruiünlängen zusammou so gsoss 
als die der drei Entferaungsürter seilst zusammeu genommen. 

m. Die mit einem Entfernungsort parallele Gerade, welche von diesem um die Länge der 
Escentricität entfernt ist, hat eine Ternionlange, welche um die dritte Proportionale zum Radias 
des äussern Kreises und eben dieser Escentricität grösser oder kleiner ist als die Ternionlange 
des in Rede stehenden Entt'ernungsortes selbst, je nachdem sie nach der Gegenecke der zum Orte 
gehörigen Seite hinwärts oder von ihr abwärts liegt. 

n. Wenn der Absiand einer solchen Parallele von einem Entfemungsort dem Radius des 
äussern Kreises vom Vrdretcck gleich ist, so ist die ihr zugehörige Ternionlange um die Ex- 
centricität grösser oder kleiner als die des genannten Orles selbst. 

o. In welchem Abstände von einem Entfernimgsort muss eine Gerade mit ihm parallel ge- 
zogen werden, damit zwischen ihrer Ternionlange und der des Entfern ungsortes ein bestimmter 
voi^e schrieb euer Cnturschied Statt finde f 

Nennt man den vorgeschriebenen Unterschied d, so hat man 



+ d^ 



R 



p. Zur Bestimmung derjenigen Parallele, für welche das Aggregat der Eutferuungen jedes 
Punktes von den Dreiecksseiten gleich Null ist, dient die Gleichuug 

2(„j P — -ß— d = 0, woraus sich ergicbt 

d. h. wenn man in einem Abstände von einem Entfernungsort gleich der vierten Proportionale zur 
Escentricität, dem Radius des äussern Kreises und der Ternionlange dieses Ortes und zwar auf 
derjenigen Seite des letztem, auf welcher die Gegenecke seiner zugehörigen Seite nicht liegt, 
mit dem Orte eine Parallele lieht, so ist sie der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, 
für welche das Aggregat ihrer Entfernungen von den Seiten gleich Null ist. 

q. Die Linie, welche man so erhält, ist keine andere, als diejenige, auf welcher die drei 
Durchschnittspunkte der äussern Winkelhalbierenden mit den Gegenseiten der ihnen an^ehörigen 
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DreiecksspitzcB liegen, und die -wir scliun früher (27a) als eine den Entfernungsörtern parallele Gerade 
kennen gelernt halieii. Denn jeder der drei geuanntea Durchschuittspimkte hat offenbar die ver- 
langte Eigenschaft, da er auf der einen Dreieclcsseite selbst liegt und die Entfernungen von den 
beiden andern gleich gross und tod entgegengesetztem Vorzeichen sind. Daher müssen auch alle 
übrigen Punkte dieser Geraden dieselbe Eigenschaft haben. 

r. Da es der Natur der Sache nach nur eine einzige Gerade gehen kann, deren Punkte 
unserer in Rede stehenden bestimmten Forderung genügen, so l'oigt, dass, ■wenn d^, d^, dj die 
Entfernungen beziehungsweise des ersten (iw Seite a gehörigen), zweiten und dritten Entfei-nungs- 
ortes von unserer Parallele bezeichnen, 

dl : d, : dj = 2(a) p : ^(h) jj : ^(cj p 
sein muss. 

s. Da wir nun bereits wissen, dass iuinier, wcnu a die giösste «u^d c die kleinste Dreiecks- 
seite ist, 

^(a) p < ^(l>) p < ^(c) p, 

BO muss auch in diesem Falle stets 

d^ < d, < d;i 
sein 

d. h. der zur grössten Dreiecksseite gehörige Entfernungsort ist unserer Parallele am nächsten, 
der lur kleinsten gehörige von ihr am entferntesten. 

l. Rückt eine den EDtfernnngaörtern parallele Gerade noch über die bisher betrachtete, durch 
die äussern Winkelhalbierenden bestimmte Linie hinaus, so werden die Aggregate der Entfer- 
nungen ihrer einzelnen Punkte vou den Dreiecksseiten, dit nun offenbar 

2ta3 p ^ . d < 

■wird, subtractiv, d. h. es werden nun die an den äussern Kanten der Dreiecks Seiten liegenden 
Senkrechten — ihrer absoluten Länge nach — zusammen grösser sein, als die Summe der an 
den innern Kanten liegenden. 

n. Unsere mehr erwähnte Parallele bildet daher die Granzlinie, durch ■welche die additiven 
Entfernungsaggregate getrennt ■werden von den subtractiven. Man ■wird sie daher nicht unpas- 
send mit dem Kamen der Gränzparallele bezeichnen. 

y. Zieht man zu beiden Seiten der Gränzparallele in gleichen Entfernungen von ihr, zwei 
andere ihr parallele Gerade, und construiert für jede eine Ternion von Senkrechten, so sind diese 
sechs Geraden immer so beschaffen, dass die Summe der auf den äussern Flanken der Dreiecks- 
seiten liegenden so gross ist als die Summe der auf den inuern Flanken liegenden. 

71. Die sämmtlichen im vorigen Paragraph unter a bis v aufgeführten Beziehungen, mittelst 
welcher sich eine grosse Anzahl von Aufgaben lösen lassen, die ohne diese Hülfe mancherlei 
Schwierigkeiten darbieten würden, sind der Erweiterung fähig, dass man an die Sfelle der nach den 
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Dreiecksseiteii geiogcnen Senkrechten solche Gerade setzen darf, welche diesen Seiten unter 
schiefen aber für alle drei Seiten einerlei Grösse habenden Winkeln begegnen. — 

72. Die bisher enlwicicelten Sätze mögen zwar die wesentlichsten Eigenschaften unserer Ent- 
fernungsörter enthalten; allein zu einem vollen Abschluss, wie ich ihn ursprünglich beabsichtigte, 
ist der Gegenstand damit keineswegs gebracht. Denn es giebt noch eine andere Ternion von 
Entfemiingsürtern, die dem Professor Timmermanna ganz entgangen zu sein scheinen, nnd die ich 
äussere, im Gegensatz der bisherigen als innerer, nennen möchte. Dieselben bieten sowohl unter 
sich als in Verbindung mit deu inuern eine beträchtliche Anzahl von Beziehungen dar, die ge- 
kannt zu werden verdienen. Ich werde daher die nächste sich mir darbietende Gelegenheit be- 
uutzen, um diesen zweiten Theil meiner Arbeit der Oeff entlich keit zu übergeben. Zunächst aber 
empfehle ich deu vorliegenden Theil der nachsichtigen Beurtheilung sachkundiger Leser. 



lemselben Verlag sind von dem Verfasser gegenwärtiger Abhandlung erschienen: 

1. J. H. van Swindeil's Elemente der Geometrie, aus dem Holländischen 

übersetzt und vermehrt, Jena 1834. 

2. Coinnientatio geoinctrica de qnadrangiilis. Jenae 1837 

in 4. 
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1. In der vor drei Jahren von mir herausgegebenen geometrischen Abhandlung über die 
En tEfirnuQgsört er geradliniger Dreiecke konnte wegen der Granien, die ich in Be- 
».ichiiüg auf den äussern Umfang meiner Arbeit einhalten mussle, der Gegenstand nicht einmal für 
Oreiccke in der Hauptsache zum Abschhiss gebracht werden. Daher schloss ich die kleine Schrift 
mit der Zusage, das noch Fehlende bei erster sich mir darbietender Gelegenheit nachfolgen zu 
lassen. Diese letztere finde ich in der diesjährigen Feier des Stiftungsfestes unserer Landes- 
Hchiile, und säume um so weniger, meinem Versprechen nachzukommen, als sachkundige Männer, 
so weit mir deren Urtheile bekannt geworden sind, sich beiEallig über den ersten Theil meiner 
Arbeit ausgesprochen haben. Wenn in dem XVII. Bande des Archivs für Mathematik und 
Physik etc. der geehrte Herausgeber bei Gelegenheit der Anzeige meiner Schrift bemerkt, dass 
ihr Gegenstand einer allgemeineren Behandlung durch Hülfe der Coordinatenmethode fähig sei, 
so ist diese Bemerkung, wie auch durch das zur Begründung derselben Beigebrachte thatsäcblich 
bewiesen wird, zwar vollkommen richtig, aber meine Abhandlung wird durch dieselbe nicht 
getroffen. Denn in der Einleitung zu derselben habe ich mich deutlich und ausführlich darüber 
ausgesprochen, dass es ein doppelter Zweck sei, den ich bei Abfassung der Schrift im Auge 
gehabt habe. Ich wollte nämlich nicht bloä einer Anzahl nützlicher geometrischer Wahrheiten, 
die bisher noch lu wenig bekannt waren, eine allgemeinere Verbreitung geben, sondern zugleich 
auch, so weit es möglich, eine Art öffentlicher Rechenschaft über den mathematischen Unterricht 
bei hiesiger Landesachule ablegen. Und dieser letztere Zweck lag mir, wie ich gern offenilich 
bekenne, mindestens eben so sehr am Herzen als jener erstere. Sollte derselbe aber nur einiger- 
massen erreicht werden , so war es offenbar nnerlässlich , dass ich mich bei Behandlung der 
genannten Wahrheiten in meiner Schrift genau derselben Entwickelungs weise bediente, welche 
früher von denjenigen gefordert worden war, denen diese Sätze zur schriftlichen 'Bearbeitung 
aufgegeben wurden. Denn nur so konnten sachkundige Leser in den Stand gesetzt werden, sich 
ein Urtheilüber das Maüss der Anforderungen la bilden, welche an die Mitglieder der ersten 
Classe unserer Landesschule Tür die schriftlichen mathematischen Arbeiten gemacht werden. Aber 
so musste es sich auch, wie ich glaube, fiir jeden unbefangenen Leser klar und überieugend 
heraus stellen, dass veder in dem für solche Arbeiten gewählten Stoff noch in der zur Anwendung 
gebrachten ßehandlungsweise desselben etwas liege, was zu der Besorgniss Anlass geben könnte, 
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als vürden an nnsere Primaner — JüDglinge von Deunzeliii bis zwanzig Jabren und zum Theil 
darüber — für deren allgemeine geistige Durchbildung bereits vielfach vorgearbeitet ist, unbillige 
Anforderungen gestellt. 

2. Den in der vorhergenannten Abhandlung betrachteten Entfernungsürtera kann man den 
besondern Beinamen der Innern geben, weil sie dadurch entstehen, dass man je eine Dreiecks- 
seite auf den beiden andern nach innen zu abschneidet. Ihnen treten entgegen die äussern 
Oerter, welche man erhält, indem man, wie vorhin nach innen, jetzt eben so nach aussen d. h. 
je eine Dreiecksseite auf den über sie hinausgehenden Verlängerungen der beiden andern 
abschneidet, und je zwei solcher zusammengehöriger Durchschnittspunkte verbindet. 

Diese äussera Gntferunngsörler sind es, zu deren näherer Untersuchung wir uns jetzt 
wenden. 

Aniderkang. Es bedarf wobl kaum noch bejionders erinnert zu werden, dasB bei diesen Uiilersucbungen aUes 
das nur kurz berübri wird, waa bei den iiitiern Enlfernungsüriern beralls ausrelcbeud erOrlerl worden Ist, wabrend 
anderetseiis diese lel^cteiii Oenor überall da mii in den Kreis der Bettacbiung gezogen werden, wo Itir Zuaammenbitng 
mit den äussern ea wünscbeiiswerlb macbl, 

3. Es ist aber zuvörderst leicht, sich zu nberxeugen, dass den drei unbegrünzten Geraden, 
welche man in der Ebene jedes Dreiecks auf die vorher angegebene Weise erhalten kann, mit 
Recht der Name von Entfernungsürt ern zukomme. 

Denn verlängert man in dem Dreieck ABC (Fig. 1) die Seiten CB und CA so, dass 
BD = BA = AE ist, und nimmt auf der durch die Punkte D, E bestimmten Geraden einen 
beliebigen Punkt N, fällt von ihm auf die Dreiecks selten oder deren Verlan gerungen Senkrechte 
NK, NL, SO so ist, wenn man den Inhalt des Vierecks .IBD durch V bezeichnet, 

NK . BD — NL . AE + NO . AB = 2V d. i. 

(NK — NL + NO) € = 2V, also 

2V 

NK -- NL + NO = (1) 

Die Aggregatlänge unserer drei Senkrechten ist also, wie wir sehen, eine einfache Function 
von dem Inhalt des Vierecks ABDE und der Lunge der abgeschnittenen Seite c. Da es nun aber 
augenfällig ist, dass durch ein Fortrücken des Punktes N auf der unbegränzten Geraden XZ weder 
der Inhalt des Vierecks ABDE noch die Länge der Seite c eine Veränderung erleidet, so bleibt, 
wie auch N seine Lage auf XZ ändern möge, das Aggregat der von ihm auf die Dreiecksseiten 
gefällten Senkrechten unverändert, da es in allen Fällen den sich gleichbleibenden Werth 
2V 

behält. 

c 

Es besitzt demnach XZ die volle Eigenschaft eines Entfernungsortes. 
Zu ganz ähnlichen Ergebnissen gelaugt mau natürlich, wenn man mit den Seiten a und b 
eben so verfährt, wie hier mit c geschehen ist. 
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Anmerhung. Die drei auasern I^Inlferni 
den drei »reiechs seilen unfl nennen jeden den 
Vertan gerungen der beiden aniiern er etslanden ist. 

4. Sind äQ und BR (Fig. 1) zwei innere Winkelhalbierende, so hat man, einem bekannten 
Elementarsatze zafolge, 

AQJIBE und BR || AD, 

also nicht nur CE : CA = CB : CQ, 

soudern uuch CA : CR = CD : Cß, 

darum auch CE : CR = CD : CQ, 

also QRjjXZ. 

Da, wie leicht zu emcliten, AeUnlicbes für die beiden andern Oerter sich nachweisen lägst, 
so sehen wir, dass die drei äussern Entfcrnungsörter eines Dreiecks einzeln [tarallcl den Seiten 
desjenigen Dreiecks sind, welches die Fusspuukte der Innern Winkelhalbierenden zu seinen 
Ecken hat. 

\nmeTkuiig I Die äussern Enlfernungsbtler liAnnen also niemitls einander parallel SPin, wahrend die Innern 

Anmerkung 2 Da mr den ParalleUsmus für die Innern Oerter al« eine Arl ui niltlelbarer d h aus der 
Nalac dieser Linien g1eich»am von selbst aicU ergebender holbwendlglfelt In Ansprucb genommen haben so darf es 
(iir den ersten Augeoblicii billig b'fremdf n ilasa die äuaiern EnirernungsSrler nicht paiallel sind ulin« Jedoch in ihreui 
Orundivesen von den Innern leruihiedeii za nein Es lat Jedei Talls der Ulibe werlh In eine nähere brurlerung iei 
Gegenstandes einzugeben um diesen scheii baren \\ Idersprucli £a lOsen 

Aus der Gleichung (1) des von), en Paragraph s «eilen ulr dass die Senlirecbte NO ob^chon sie an der äussern 
Flanke der Seite c liegl dennoch in dem Aggregat ^u dem &le gehttrt additiv erscheint und dass sie d es«s ^ orzelcheu 
so lange bebsltcn wird als der Punfcl N nicht über den Durcbscbniltspunkl des Enirernungsnries und der ihm zuge- 
hörigen Seite bmaasruckl Für einen äussern Enlferriangsurl nird also diejenige FUnke der zugehurigen Seite additiv 
welcbe für den innein subiractii war und umgehebrl tat die beiden nicht 2ugphi>rigeii Seiten aber iiilt eine aolciie 
\eianderung nicbt ein Es »ird also bei diesen aussein Eni fern ungsurtern olTeDbar die Gleichmaas gkeil aufgebuben 
uelcbe bei Jedem mnern Ort m Hinsieht auf die Bestimmung der additi>en und subiracllien Flanken für aUe drei 
Seiten Statt hatte Mit dieser GleicbmassigKeit aber versch^Miidet jucb der unmitleibare Grund für den Parallelismus 
der äussern Enifernungärlec Denn JetrI ist es gar wolil mfigllcb dass ein und derselbe Punkt !n der Lbene eines 
Dreiecks zneli>n \Dn dessen äussern Entfern ungsorler» rugleleh angeboren, albo dieselbe lernion \on Sr-nkrechten 
7v/ei \ eriicbiedene Uerihe haben kann, da man Ja /nei dieser tenKrechten mit andern Vorzeichen nehmen muss je 
narbdem man sie auf den einen oder den andern dieser Ealfernungstrler bezieht 

Anmerkung 3 Hierbei ble bt fieilicb nach die Frage übrig, »orlnn wohl der Grund dafür gesucht werden 
müsse dass bei einem \bsebneidtn nach aussen die die ich massigkell in der Bestimmung der addiU>en und subtiac 
titen Flinken lur die Urelecksseiten gestuil wird? 

Ein näheres Eingehen auf die blerbei maassgebenden Umstände fuhrt zu der Ueberzeugung dass diese Unglelch- 
masRigkeit nur die natürliche Folge einer andern ist derjenitien namllch die herbeigeführt »ird &a oft ein Punkt der 
bisher innerhalb eines Dreiecks lag aus demselben berausrurkl fahrend er vvrber gegen alle drei Dreierksaeiten 
eineilel läge balle — er lag für jede an deE addlluen Planke — irltl nun jedenfells eil e Cngleicbmjssigkeit ein 
Indem er «o er siPh auch sonst in der Dreieckaebene beflnden m^g gegen eine Seite eine a dere läge 1 al als 
gegen die beiden andern denn entweder befindet er sich an den additii n Flanken zweier Sfilen und an der sublrac 
li\en der driiten oder uoigekebrt k\ aa aber lon Punkten gilt Ist auch lar besfimmle Stieckeu gerader Innen die 
in der Ebene eines Dreiecks liegen riLlitig namenilirh für diejenigen !ilrecken unserer äussern Entfeinungsärler , die 
s'wisLhen den beiden nicht zugehörigen Selten enlhailen sind Jedei Put kt einer solchen strecke Hegt für die 7ug<, 
bOrtge Uieiccksaeite — aber auch nur für a e — an der autsiri Flinke wenn nun diese jetzt die tddiiive uitd sv 
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gCBCbieht gerade dadurtli bei den äussern Oeriern olTenbar dasselbe wa« hugIi bei den Innern Sinti üi dei das^ ntuilieli 
die addilhe FlHi ke jedir Se le ^1« Erzeugerin eines Epifernungsotles mtch der Richlnng bin llegl räch welcbec sie 
aelbsl abgesc) ni ten u erden rnuaHte um den zugeliorigen Otl /w erballfn 

EI\iHs Jttinllches »1e /ni:<Gben den Aassern utd Innern KiitfernunicsDrlern elni>8 Dreiecks findet zwlsrlien dessen 
äussern nnd Innern ft in hei halbierenden Sl«lt unl Können daher die bekaniilen Eigensobsflcn dieser Jel/lern lur 
Erlanliirung nnd Bestadgiing deinen dienen «aa verlier gesagt wurie 

Wenn die Innern Vi Inkelbwl bierenden ininier und noiliwendig einen gemelnfichnftllcben UurtheclinlllBpunkt laben 
müssen die ansseru dagegen einen soleben nlemnls haben kSnnen si liegt der Ilituplgnii i eben larti i.it,-' Bleis Je 
swel der erelern slib innerhalb des Drele ka — also in einem Punkle lon einerlei Lage gegen alle drei Seite» — 
Je /nel der le(/(ern aber ausserhalb achntlden also m einem Punkte dem die genannte £igen>GhaR uolbn endig 
abgehen muss Itass Je 7» et äuSKCie und die nicht zu„elinrige d ti durch die drille spitze des Dielecks gehende 
innere WInKelhalbierei de einen gcnielnsGhartlli,[ien 1) urLliac Ein) ttsp unkt haben wird Im M esenlllchen dadurch herbei 
geführt das» es fax Je drei solihe Linien Slrerken glebt die gegen die Dreiecks seilen einerlei Lage — an dtn iniiern 
Flanken zweier und an der lussern der dritten — haben 

5 Nachdem s»o der Unterschied zwischen mnerii und dusserii LiitieniungauitLrn festgestellt 
woidcn ist, drangt sich unwillkuhiltrh die Frage aul, wie e'i wohl dann sein werde, wenn man 
gleichsam einen Mittel/ustand eintteten Usse, indtm man eine Dieiecksseite auf «.iiier dei beidtn 
übrigen n-ich innen, auf der andern nach aussen hm abschnt-idet^ ob eine dutch zwei sniche 
D u rch seh nittsp unkte bestimmte Gerade auch dls ein Entlernungsoit und zwar als iin solcher zu 
betiiiclittn sei, der mit den bereiis bekannten Liitternungsuitern in irgend niheiei Beziehung stehe* 
Cm diese trigen beantworten zu können i^t es, wie leicht zu erachten, durchaus iiner- 
Idsslich, die Li^e dei in Rede stehenden Geiaden mit huireichcnder isthcirle zu bestimmen Ver- 
suchen wir ddhu diese Bestimmung 

Zu dem Ende sei (Fig 1) AE = AB = BD' und A(r = AC = CF' d h es sei das 
einemal \, aul h nach muea und aut d udth aussen, das audeie mal b aul t uat,h inntn und tuf 
a nach lussen abgeschnitten 

Von den beiden so erhaltenen Geraden D'E und F'G lässt sich nun zuvorderst erweisen, 
dass sie einander parallel sind, Denu wenn EX || AB und C¥j[F'G, so ergeben sich nach 
bekannten Elementarsätzen leicht folgende Beziehungen: 

EX ='-^.c, BX = -^.a, also D'X = c + ^.a = ?^.c 
b ' b ' ' b b 

^„ D'B p b.c b — c b — c 

BZ =^ -jr-,^- EX = 7 ■■-■ : -- . — j ■ . C = —y-r • C 

D'X {a + b) c b a+b 

b- 



BY = 


"BF 


.BG =^Vf . a 
a + b 






t aber unbestritten 










^b- 


b — c 






also BZ ; BD' 


= BY : 


BC 






mitbm ABD'Z u> 


ABCY, 


also 






D'E !| CY ] 


IF'G. 
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Aber nicht bios unter einander sind die Geraden D'E und F'G parallel souderu ziigleidi 
auch dem äussern Kotieriinngsort der Seite a. 

Dieser Ort ist, wie bereits (4) gezeigt worden, parallel der Geraden, welche die Fuss- 
punkte der zu B und C gehörigen inuern Winkelhalhierenden verliindet. Unsere Beliauptung 
wird also richtig sein, wenn sich nachweisen tässt, dass D'E und F'G parallel dieser Verbin- 
denden sind. Dies kann aber und zwar sehr leicht geschehen. Denn bezeichnen Q und R (Fig. 2) 
die genannten Fusspunkte, so ist, wie bekannt, 

AQ = -^ . b. AR = ~-^ . c 
a + c a -I- b 

Es ist ferner, weil, wie wir wissen. 



AZ =. c - -ri.c = -l,.c 
a+b a+b 

Nnn ist aber stets und nothwendig 

c , b a + c 

^+-c''»=H^b-^ = '^^a-+F'^' 
alsn auch AQ : AR = AE : AZ 

und mithin D'E {{ QR, und demnach auch parallel dem äussern Enlfernungsort der "seite a 

Ausser D'E nnd F'G giebt es uatiirÜch noch zwei andere Linienpwre, von denen jedes 
einem der beiden übrigen äussern Entfernuugsörter parallel ist. Dieselben WLiden bestimmt durctt 
die Durchsthnittspunkte , die mau erhält, indem man entweder a auf c nach innen, aut b abei 
nach aussen und ausserdem c auf a nach innen, auf b aber nach aussen, odei dus man a aut b 
nach innen, auL c abei nach aussen, und zugleich b auf a nach innen, lut l ibLi na h ausven 
abschneidet. 

Wir sehen also, dass die Antwort auf unsere Frage sich einfacher gestaltet, als anfänglich 
veruiuthet werden mochte. Diejenigen sechs Geraden, die dadurch entstehen, dass man zur 
Hälfte nach innen zur Hälfte nach aussen abschneidet, sind paarweise den drei äussern Eutfer- 
uungsörlern parallel und stehen daher in so enger Beziehung zu ihnen, dass sie als unmittelbar 
z\x denselben gehörig betrachtet werden müssen. 
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iucb im eCHlen \ugeiihlicl( der Schein datur aprecliPn mag findel doch bei nälicrcr UiilPisucliung nllei (.malande in 
dT Tbal iiiLlil Slati ms es denn aucli Meiiit ea utrkllrti Slatt liatle niLbt leiclii in tuUig genügender Weise «iih 
erklären lasstrn wurde Vielmehr nerden \i]r «paler (7j bei der EnluUkeliing der V\ erlliauBdriicke fiir die Ternion- 
langen der eiiireinen FnlfernungiOrlLi GeiegenlttU babeii, zu bemerken, uie bei diesen Ausdrucken das IheilMHiae 
AbHchneiden naiEi innen sein Recfit geltend maclil 

Anmerkung 4 ^enn man gletcbwobl im Allgemeinen und Ganzen eine Uebcrlegenbelt der ausxein Oerler 
über die innern einräumen muas, &o scbeinl damit ein Umsland bei glelcbseillgen IJreiecken im n tderspruebe za 
sieben Uttbrend nftiDlieb bler die innern Oerler Itehannlermdssen die ganze Drei ecksebene beberrstlien d h nälirend 
jeder Punkl dieser Ebene aU ein Punkl eines innern RnlferiiungsaTles angeseben n erden Kann so i-<l dies bei den 
dussern Oenern nicbl der Fall denn die Nebenttrlei (\nmerk ä) ralten mit dm verianEerten DreieckSibeiten za ammen 
und dte Hanpiorter bilden drei diesen Seilen parallele Gerade Es sind also ofienbar die Ituistm Oerler tnF ei» 
engeres Gebiet angewiesen als diu innetu Allein anslall eines W iderspraeh« wird ein norgfaltlgtres Niclidenken 
bierinn noibw endigen Zusammenbang entdecken Denn Je in li allst aller die Bejtieliungen &ind in welcbe ein Punkt 
«der eine Gerade zu einem gegebenen Raiimgebllde treten soll desto weniger kann nalurliGb die läge dieses Punktes 
oder dieser Geraden gegen das bebilde glelrligullig &ein vielmehr mus't die'<elbe eine desio gewaliltere und milbin 
Inf ein desto engeres C-ebiet bescbrankle sein je /ablreltlieren Anforderungen zugleicli genügt wurden und je gri^sser 
gleicbsam die Herisebaft Ist, die \on diesen Punkte oder dieser Linie aus auf das gegebene Gebilde ausgeübt werden luU 
Sind £ B in einer EUene drei nicht pnrailele Gerade gegeben und es nird ein Kreis verlanRl der eine der- 
selben berflhre, so Ist jeder Punkl der ganzen Ebene geeignel , Mittelpunkt dieses Kreis«', zu »eri-en aollen aber 
irgend zw ei der Geraden berührt werden so «ind nur solche Punkte /uldssig, welche auf sechs bestimmten Geraden 
dieser £bene liegen, wird endlich veilHngl, dass dei gesuchte Kreis sogar alle drei Gerade berubre, so glebl es in 
der gesammlen Ebene nur wenige Punkte, von denen aus als Mittelpunkten er sieh bcscbieiben lässl 

Menden wir dis eben Gesagte auf unsere EnlternungsertDr an, so sehen wir, wie gerade ui der Ueberlegenheil 
der äussern Oerter über die Innern der Grund fut das engere Gebiet Uegl, auf das sie im Vergleicb zu den Innern 
Oerlern In der Dreiecks ebene bescbrankl sind 

Xan kann aber die Siehe nueb noch von einem andern Gesii:hlsp unkte aus betrachten und sich deutlich machen. 
Man kann sagen gerade darum, weil jeder Punkt In der Ebene eines gl richs eiligen Dreiecks ein Punkl der innern 
Liilfemungsurter sein luuss darf man sieb niebt wundern wenn er nicht zugleich auch ein Punkt der äussern Oerter 
sein kann es i-l vielmehr ganz naturgemSss das« diejenigen Funkle, welche ausser Jener ersten aucb noch diese 
zweite Eigenschaft betiUen sollen einer besondern Laj,e gegen das Dreieck bedürfen 

Anmerkung 5 Der nuthigen Kur^e halber trollen wir die drei zu jeder Dreiecks selten gehddgen tussern 
Oerter durch die Beinamen des ersten, zweiten und drillen von einander untersehelden und zwar dergestall, 
dasR das /weimatice Absetiuelden der '•eile a iiaeh lussen hin, den ersten äussern Ort eben dieser beite giebt der 
zweite oder drille aber gewonnen wird, je nachdem man die erste Nachfolgerin von a also b oder die zweite c auf 
der Verlängerung von a abschneide! Bntsprecliende Bestimmungei) gellen für den ersten, zweiten und drillen Em- 
fernungsorl sowohl der Seite b als c 

/aweilen werden wir auch den zueilen und drillen äussern Orl einer Seil« mit dem gemeinsrhil^licben ^alDeD 
dnsnerei Nebeudrter belegen im Gegensalz zum ersten, der alsdann B&uptort beiDSl 

Anmerkung G Die Nebenurter gebären Insofern man ihre läge als dis Haupimoment für ihre nähere 
Bestimmung betrachtet nicht zu den faeiten durch deren abschneiden sie entstanden sind denn von den beiden 
Nebenbrtirn der Seite a entlieht der eine durch das Absebneiden \on b, der andern durch das \on r 

6, Ist XDEZ (Fig. 1) der lur Seite c gehörige äussere Hauptort und beliätt V die ihm 

schon früher tieigelegte Bedeutung, so ist 

2V = 2 A CDE - 2 A ABC 

= CD . CE . sin C — a . h sin C 

= (a + c) (b + c) sin C — ab sio C 

= (a + b + c) c sin C, also 

2V 
NK - ÜL + NO = = (« + b + c) sin C 
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rhäll (a + b + e) sin A iind (u + b + c) sin B. 
7. Suchen wir die eotspiech enden Beziehungen für die NebeiiÜrter. 

Zu dem Ende sei N (Pig. 2) ein beüebij^er Punkt auf dem zweiten der drei zur Seite a 
gehürigen äussern EutfeniungsÖrter ', ]NK, NL, NO seien senkrecht uuf den einzelnen Dreiecks- 
seiten; V, bezelche den Inhalt des Vierecks AGF'C; alsdann ist 

(NK + NL - NO) b = 2V also 



«K + NL - NO 


2V 
~ ^b 






2V 


= 2 A ABC + 2 A BVG 








= a c sin B 


+ (• + b) (b 


- ») 


Sil 


2V 


= (a + b - 


c) sin B, al.0 


«uct 





NK + NL — NO = (a + b - c) sin B 
Durch eine ganz ähnliche Entwicklung findet man als Wert haasdruck für die einzelnen 
TeruionUingen der Senkrechten, die vou Punkten des dritten zur Seite a gehörigen äussern Ortes 
aus geriiüt werden 

(a — b + c) sin C. 
Die drei zu einerlei Dreicksseite geitörigcn äussern Oertcr geben ulso , wie wir sehen, 
Ausdrücke, die darinn Übereinstimmen, dass in jedem der Sinus vom Gegenwinkel der abge- 
schnittenen Seile erscheint, die aber diirinn von einander verschieden sind, dass, während für den 
Hauptort alle drei Dreiecksseiten additiv erscheinen, für die beiden Nehenürter eine subtractiv ist, 
und zwar diejenige, auf welcher man nach innen hin abgeschnitten hat. 

Stellen wir der bessern Uebersicht halber alle neuu Ausdrücke zusammen, so haben wir 
für den 

ersten zweiten dritten äussern Ort 

1. der Seite a (a + b + c) sin A, (a + b — c> sin B, (a — b + e) sin C 

2. der Seite b (a + b + c) sin B, (— a + b + c) sin C, {a + b ~ c) sin A 

3. der Seite c (a + b + c) sin C, (a — b + c) sin A, ( — & -{- h + c) sin ß 
Und dazu kommen { — a + b + c) sin A, (a — b -{- cl sin B, (a + b — l) sm C 

als die bereits bekannten Ansdrucke für die innein Oerter der Seiten a, b, c 

Anmerkung Die ITebereinalimmung, Trelehe stell liier zultclien den Nebenbrlern und den innern danitn 
beiauBstelll, aa«s eine der Dreiecksseilen sublmciiv eiaehnint , und die ohne Znüfel iliren iirund in dec Act und 
Weise lial, wie diese Oerler gewonnen werden, ivt darum benierken^nerlb, weil in diesen \^ erlb au Sdruck cd die Eni 
stehung der Neiieiiurier sich viel entscM«denei gellend niacLI, als man bei Ihrer Laje nach welcher sie zu iten 



y Google 



8. Bezeichnet man der üöthigeii Klivie halber durch -ä^ p die Liinge einer Teniion von 
Senkrechten des zur Seite a gehörigen ersten äussern Entfernungsortes, habeu ^ '^p und (a)*p 
dieselbe Bedeutung beziehungsweise filr den zweiten U!id dritten äussern Ort eben dieser 
Seite, bedient man sich ganz analoger Bezeichnungen für die äussern Oerter der Seiten h und c 
und behält endlich für ^(a) p, -^(b) p und -^(c) p die diesen Zeichen in Beziehung auf die 
inneni EntfernungsörLer bereits früher beigelegte Bedeutung bei, so ergiebt sich zunächst aus (6) 
niunittclbar 

2 "5 p 1^^^ p : 2f'> p = sin A ; sin B : sin C = a : b ; c 

d. h. dieTeinionUne;en der Senkrechten die man von den drei äussern Hauptürtern eines Dreiecks 
anf dessen Seiten £dUt, verhalten sich wie die zu diesen Oerlern zugehörigen Oreiecksseiten. 

AnnierhuiiG Bei den HfttiplOrlern gilt also für die TernioiU tilgen der Senhreelilen dasseibe, was b«i ileii 
iniiern Oeilern für die Kwiscbeii Jb xv/ei niclit KugKliOrlgen leiten enlJiitllenen Strecken di-r Oerler selbst Slall liiidel. 

Zus. 1. Daher ist das Dreieck, welches die genannten Ternionlängen zu seinen Seiten 
hat, dem ürdreieck ähnlich. 

Zns. 2. In jedem ungleichseitigen Dreieck sind die Ternionlängen der drei Haiiptürter 
verschieden und zwar ist diejenige die grüsste, welche zu dem Ort der grössten Seite gehört. 

Zus. 3. Eben so wenig als bei den innern Entfernungsörtern kann bei den Hauptörtern 
eine Ternionlänge so gross sein als die beiden andern zusammen. 

Zus. 4. Dagegen kann es wohl geschehen, dass die eine Ternionlänge das arithmetische 
Mittel zwischen den beiden andern wird. Es findet diese Beziehung, wie leicht zu sehen, in 
jedem nach den Seiten halb regelmässigen Dreieck Statt. 

Zus. 5. In gleichseitigen Dreiecken ist die Ternionlänge jedes Uauptortes dreimal so gross 
als die sowohl jedes innern als jedes Nebenortes. 

Zus. 6. In rechtwinkeligen Dreiecken ist die Summe der Quadrate der Ternionlängen der 
Catheten so gross als das Quadrat von der Ternionlänge der Hypotenuse. 

9. Wenn T den Inhalt des vorher (8, Zus. 1.) genannten Dreiecks bezeichnet, und A 
und R ihre übliche Bedeutung behalten, so ist; 



= 


(- 


+_ 


b + 


c 


si. 


C)' 


'. A 


= 


c- 


.± 


b + 


-0^ 


A 






= 


(sin 


A 


+ 5i 


u B 


+ 


sin ' 


O' A 


= 


: 16 


cos' 




cos^ 


B 

2 " 


eos= 


l- 
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Zus. I. Aus dem, was früher fiir die innerii Entfernungsörter nachg;e wiese» worden, i'oigt 
unmittelbar, dass 

2^^ v ABC 

faj p . -^(hj p . -2;«) p = 64 cos^ ~- cos^ cos"! ^ . r* 



—1 




= 4-.8,>T 




8 r'- T 




a + b + c 




„.AB 

Ib sin ^ sin ^ 8 


, C 


sin A + sin B + 


sinC- 


= 1l4'B|<g^ 


. r . T 



Zus. 2. Da mm auch, wie beltannt, in jedem Dreieck 

. A, B, C a + b + c 

' = tg^.g-2tg j 2 

ist, so ist auch 

2(.)p . 2(.,p . 2.,,, = 2 lg> ^ tg' 5 tg> -^. (a + b + c) .T 

Zus. 3. Bezeichnet S) den Inhalt des Dreiecks, welches aus den zwischen zwei nicht 
zugehörigen Seiten enthaltenen Segmeuten der inDern EntfernungsÖrter construiert ist, so wissen 
wir bereits, dass 

hieraus aher uut) aus unserm Hauptsatz folgt leicht, dass 

U + b + c' ^ 
ist 

10, Es sei R' der Radius vom äussern Kreise des Dreiecl^s T ; wegen der Aehnlichkeit 
von T mit dem Urdreieck und der in (9) nachgewiesenen Beziehung ist 
B' : R = a + b + c -. 2 R, also 
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(l. h. der Radius vom äussern Kreise des Dreiecks, welches za seinen Seiteu die Terniunlängen 
der drei Hauptorter eines gegebenen Dreiecks hat, ist halb so gross als der Umfang dieses 
letztem, 

II. Constraiert man die Höhen des Dreiecks T und bezeichnet mit 2h' die Summe ihrer 
ohevn Abschnitte, so ist, bekannten Beziehungen zufolge, 

2h' = 2R' (cos Ä + cos B + cos C) 

= (a + b + c) (cos A + cos B + cos C) 
= a + h + c -J- a cos A + b cos B + c . cos C 
Der Umfang eines Dreiecks also, -welches man aus den obern Abschnitten der Höhen des* 
Dreiecks T constraiert, ist so gross als die Umfange des ürdreiecks nnd seines Höhenfusspunkl- 
dreiecks zusammen genommen. 

12. Bezeichnet x den Radius des innern Kreises vom Dreieck T, so is( 
2T 





(a + h + c) (sin A + sin B + sin C) 




H^^ä^r 




(a + b + c) (sin A -1- sin B + sin C) 




(« + l + c)' A 
(a + b + c)* . R R 


also R . 


■ = A 


d. h. das Rechteck am 


! den Radien vom äussern Kreise des Urdreie( 



vom inunrn des 
Vrmchs T «st so gross als das Ürdreieck. 
Zus. 1. Da, wiB bekannt, 

A = 2 Rä sin A sin B sin 0, 
so ergiebt sich hieraus in Verbindung mit uuserm so eben bewiesenen Satz sofort 
t = 2 R sin A sin B sin C 
Zus. 2. Da nach einer bekannten Beziehung (A. S. 723, Zus. 2) 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 4 sin A sin B sin C, 
so ist z = ^ (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C) 

Zus. 3. Es ist aber (A. S. 792j 

R fsin 2 Ä + sin 2 B + sin 2 C) 
der Werthausdruck für den Umfang des Fusspunktdreiecks ; wir gewinnen also damit den Lehrsatz : 
Der Radius vom innern Kreise des ßreieeks T ist halb so gross als der Umfang vom 

Fusspunktdreieck des Ürdreiecks. 
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Zus. 4. Ist also das ürdreieck und somit auch T rechtwinkelig, so ist der Radius vom 
Innern Kreise des letiteni so gross als die zur Hypotenuse g;ehörige Höhe des ersten. 

13. Es seien r', t", t'" die Radien der drei äussern Berührungskreise des Dreiecks T 
und zwar t' zu dem Kreise gehörig, welcher die Gegenseite des mit A gleichen Winkels von 
aussen berührt etc. Nach einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke ist nun: 

r' + t" + X'" = t + 4 R' 



R d' + t" + t'") = A + 2RCa+b + c) 

in der Untersuchung über die innern Entfernungsörter (47, Zus. 2) ist nun nachgewiesen, 
(lass das dort mit dem Namen Mittelpunkts drei eck bezeichnete Dreieck — es möge r heissen — 
viermal so klein ist als das Hecliteck aus dem Radius des äussern Kreises und dem Umfang des 
Ürdreiecks, wir erhalten demnach 

R (t' + X" + i'") = A + 8 i 
d. h. das Rechteck aus dem Radius des ctussern Kreises vom Urdreicck und aus der Summe der 
Radien der drei äussern Berührungskreise des Dreiecks T ist um den Flachenraum des ürdreiecks 
grösser als das achtfache des Dreiecks, das zu seinen Ecken die Mittelpunkte der drei gleichen 
Kreise hat, die sich um die von den einzelnen Innern Oertern und den nicht zugehörigen Seiten 
gebildeten Dreiecke beschreiben lassen. 

Wenn nach üblicher Weise ä den Inhalt des Dreiecks bezeichnet, das zu seinen Ecken 
die Berührungspunkte des innern Kreises vom ürdreieck hat, so ist bekanntermassen 

6__ ^ 
^ 2R ' 

da nun, wie wir bereits (12) wissen, 

A = R ■ t, so ergiebt sich 
2(J = r . r 
il. li. das Rechteck aus den Radien der innern Kreise [des ürdreiecks und des Dreiecks T ist 
doppelt so gross, als das durch die Berührungspunkte des erstem bestimmte Dreieck. 

Sind I?', d", 6"' für den ersten, zweiten und dritten äussern Berührungskreis dasselbe, 
was I? für den innern ist, so ergiebt sich in gleich einfacher Weise wie vorher, dass 

2 Ö' = r' . r, 2 d" = r" . r, 2 ä"' = r'" . t 
|-' Es ist also auch jedes der äussern Berührungsdreiecke halb so gross als das Rechteck aus 
den Radien des zugehörigen äussern Berührungskreises vom ürdreieck und des innern Bcrührungs- 
kreises vom Dreieck. 
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15, Da eiaem bekaauten Eleraentarsalz zufolge jeder äussere Berührungskreis die beiden 
nicht zugehorigeii d. h. nicht an den äussern Flanken berührten Seiten in Punkteu trifft, die 
von dem gemeinsamen Endpunkte eben dieser Seiten um den halben umfang des Dreiecks ent- 
fernt sind, so folgt hieraaa in Verbindung mit unserem früheren Satz (6)5 dass ein solcher Punkt 
der einen Seite von der andern um die Hälfte einer Ternionlange des zur dritten Seite gehörigen 
Hauptortes entfernt ist. 

Anmerkung. Mau kann alsu die Teruionlängeii Uer Hallpliirler iu älniUctiüc Weise Hur Darslelluns brinjicii 

16. Die beiden Innern Winkelhalbierenden eines Dreiecks, welche zu den an der Seite 
eines Hauptortes anliegenden Winkeln gehören, stehen zu diesem Ort in ähnlicher Beziehung 
wie die äussern Winkelhalbierenden zu den innern Oertern. Von den Senkrechten, die mau von 
einem der Durchschnittspunkte des Ortes mit den AVinkelhalbiereudeu auf die Dreiecksseiten fällt, 
sind zwei von gleicher Länge nnd entgegengesetzten Vorzeichen, daher wird die ganze Ternion- 
länge des Ortes durch die dritte Senkrechte allein dargestellt. 

Wir gelangen so zu dem Lehrsatz : 
Die DurchschniUspimkle eines Hauplortes mit dm heiäen innern Winkelhalbierenden^ welche 
zu den an der Seite des Ortes anliegenden Winkeln gehören, sind eimseln von den Gegenseiten 
der halbierten Winkel gleichweit entfernt und zwar um die Temionlänge des Hauptortes. 

17. Es ist, wie mau ohne Schwierigkeit sieht, wenn h', h", h'" ihre frühere Bedeutung 
behalten und die zu den Seiten a, b, c gehörigen Hohen bezeichnen: 

^^"^ p + 2;a) p = 2 (b + c) sin A = 2 (h" + h'") 
d. h. Construiert man iur eine Dreiecksseitc sowohl den äussern Hauptort als auch den innern 
Entfern u 11 gs ort, so sind die Ternionlängen dieser Oerter zusammen noch einmal so gross als die 
Summe der zu den beiden andern Dreiecksseiten gehörigen Höhen. 

Zus. 1, Ist das in Rede stehende Dreieck in Ä rechtwinkelig, und die Hypotenuse die- 
jenige Seite, für welche die beiden Entfernungsörier construiert sind, so ergiebt sich, wegen 
der bekannten Beziehungen, denen zufolge 2 R = a und 2r = b + c — a(r Radius des 
innern Kreises), folgender 

Lehrsatz: In jedem rechtwinkeligen Dreieck sind die Tcrniouläiigen des äussern Haiipt- 
ortes und des innern Ortes der Hypotenuse zusammen doppelt so gross als die Summe der Durch- 
messer vom äussern und innern Kreis des Dreiecks. 

Zus, 2. Aus unserem Hauptsätze iu Verbindung mit (lä) ergiebt sich leicht folgender 

Lehrsatz : Construiert man sowohl den innern als auch einen der äussern Berührungskreise 
eines Dreiecks und fällt für jeden derselben von dem Berührungspunkte mit einer der beiden 
Dreiecksseiten, zu denen der äussere Kreis niclit gehört, auf die andere Senkrechte, so ist die 
Sontme dieser beiden Geraden so gross als die Summe der zu eben jeneu beideu Seiten gehörigen 
Höhen. 
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18. Diircti Anwendiing unseres soeben (17) gewonnenen Lehrsatzes itiif alltj ilrei Seile» 
Jes Dreiecks erbalteii wir 

2f^>p + Sf'-^p + ^f-^^p + 2;a) i. + 2^ö) p + 2 „3 p = 4 (h' + I," + li'") 

(1. h. die Tcriiionlüngen der drei äussern Hauptörter imd der drei iimeni l'^LiciorLiiingsürler 
Kusammeu sind so gross als die vierfache Summe der DreieckshÖlien. 
Zus. 1. Für gleichseitige Dreiecke insbesondere ist 

:^("'p ^ Sf'^p == ^^''\ = 3ii und 2(a) p = ^'oop = ^CO c = h 

Zus. 2. Wenn man sowohl die drei äussern Berührungskreisc eines Dreiecks als auch 
iea innern cunstruiert, uud in jedem der erstem von dem ßerUbrungspuukte mit einer der nicht 
zugehörigen Seiten auf die andere Senkrechte fällt, für den Innern Kreis aber gleichmässig drei 
Senkrechte von dem Berührungspunkt der ersten Seite auf die zweite von dem der zweiten auf 
die dritte und von dem dritten auf die erste Seite, so ist die Summe dieser so erhaltene» sechs 
Senkrechten noch einmal so gross als die liöheusumme des Dreiecks. 

19. Fragt man nach dem Ueberschuss, welchen die drei Ternion längen der äiis.seru 
Hauptörtei- über die drei innern Oerter haben, so hat man 

^'^^\, + 2'^*'^p + ;^'^'>p - 2(a)p — 2(ü)p — 2{c)p =^ 2 (a sin X + b si» B + sin C) 

= 4R (sin^ A 4- siu2 U + sin* (.'( 
= 4R (3 — cos* Ä — cüs^ B — cos* V) 

und weil, wenn q den Uadias vom inuern Kreise des HöhenCusspunktdreiecks bezcieiinet, stets 

cos'J A + cus'J B + ros^ *^ = 1 ^ ü ^'^' ^' ^^^^ 
ist, so ergiebt sich 

2«)p ,- l^'"p + :^(-, .. -,.,p -. 2(.,p - 2„)p == 4R (3 - ^) 

^i{m + o) 

d. L, dieser vorhergcnanute Ueberschuss ist viermal so gross als der um den Radius des innern 
Kreises vom Hohcnüisspuuktdreieck vermehrte Durchmesser vom äussern Kreise des ürdreiecks. 

20, Ist N (Fig. 3) der DurcIischnittspunUt der beiden zu den Seiten b und t gehörigeri 
Hauptörter F'ü' und D'E' und mau iällt von ihui aus auf die Dreiecksseiten die Senkrechten 
SK, NL, NO, so ist 
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NK + NL — NO = 2'"' p 
NK — NL 4- NO — 2'"^ p 
NK = P t ' 



d. h. die Entfernung des Durchsciinitts zweier Hauptörfer von der nicht zugehörigen Seite ist 
das arithmetische Mittel zwischen den beiilen Ternionläugen dieser Oerter, 

Zus. Daher sind die Entfernungen der Durchschnittspunicte je zweier Hauptorter von den 
nicht zugehörigen Seiten zusammen so gross als die Summe der Ternionlängen dieser Oerter. 

21. Ist der Punkt Q (Fig. 3j der Durchschnitt des Hiiuptortes und des innern Orfos dfr 
Seite c und QR, QS, QT senltrecht auf deu Seiten a, b, c, so bat man 

- UR + as + <iT ^ ^.'-"^ p 

und — ÜR + QS — QT = '^(,) p 

also QS ~ (iR -= _!-L+.^^5.t = h' + h" (17) 

d h der Punkt, in welchem sich der äussere Hauptort und der inutre Fnttiruuu^sort cuier 
Dteiecksseite schnuden, hat eine solche Lage, dass das Aggregat sunci Cntfemungeu \on den 
hciden nicht zugehörigen beiten so gioss isl als die Summe dei zu eben diesen Seiten gehöngen 
Hohen 

\i lucrkung 1 Da der Nnluc der Saclie nach ein<iii snlchen DurohsclimllspunKt man nie anders erbält alt 
dadurcli dsaa man jeden der LcldPii Oerler üb r einen dal beuten ilin beiUmnienden PunKla hinaus \PrHngen so Hegt 
dieser D ircLsclimlt noUiw endig unl in mer an der dusaern Flai Ite einer der niilil /ugehärigen Seilen Das AgB«ga' 
seiner Lnlfeniungen *on den lel/ltrn IsL iliu in aHen FiUen ein Unlerscliied Man hui nie daber un«em Lebrsalz 
.iiicb folgen dermis Hei ausspreclK'n lim den \)di in Rede klebenden Senkreclilen lal die e ne so gross als die drei 
andern /ii-animen 

VnmerKung 2 « »s bei ungleicbBelligcn DrciecKen für einen einiiBen Pnnkt einefc Htuplorles — für seinen 
Uurcliacbnilt mit dem Innern Ort derselben Drcletk seile — neblig ist mu«s bei gleichs eiligen Dreietheu Iflr aU 
Funkle desselben gellen dj ja den /ugelioiigen Innern Enirernangaorl die ganze Dleiecksebene bildet also jeder Punkt 
eines äussern Hauytories ituglelcli inch als Punkt eines innern Ortes oder, itas dasselbe ist als ein Dnr(.hsohnlti 
/iteler soIcIilt Oerter angesehen inerden kann 

2Z Aeue Beziehungtn ci^elien sah, wtnn man auch die Nebcnoiter (7) in den Kieis 
ihr ßiti iihtung zieht 

Aus deu früher (7) für die Ternionläugen dieser Oerter entwickelten Werthaus drucken 
ergieht sich uuniittelbar und ohne alle Schwierigkeit 

2t«p=i\.,p + f-i2p + (.,2p 
2Mp=2c.,p+i"2p + c.,2p 
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i. h. constmiert man für eine der Seiten eißes Dreiecks tlen iiiuern, i'Üi iliie VorgiLiigeiiiiii den 
zweiten äassem und für ihre Nachfolgerin den dritten äussern Entfemungsort , so sind die Ter- 
nionlängen dieser drei Oerter zusammen so gross als die TemionlUnge des Haaptnrtes der zuerst 

genannten Seite. 

Anmerkung \. Die Seile a liat Kiic Kaclifolgerin I), zur VorgHiigerlii r, eic, ; liie ilrei Seilen eines llrt^iHcRs 
ABC in gBOcdneter Folge bilden dnlier eine der ilr«l Folgen a, b, c, oder &, c, a, oder c n, h. 

Anmerkung 2. Wir Mhen hier einen von den FäUen, deren berells früher [5, Am», 2) i;i!d»«lil «nideii. 

23, Mit gleicher Leichtigkeit wie vorher ergiebt sich ferner eihs (7): 



2{aj p : {0)2 p : "^"'S p 
2tb)l) : {a)2p: <^*''*2]i 
2(c)p : („)2p:f^*2p 



b;c 



a: li 



d. h. die Seiten eines Dreiecks, in geordneter Folge {22, Aom. I) genommen, haben dasselbe 
Verkältniss zu einander wie die Temionlüngen vom innern Entferniingsort der ersten vom dritten 
äussern Ort der dritten nud vom zweiten äussern der zweiten. 



24. Dalier ist auch 



r ■■ 



\> = 



Es ist auch, wie leicht zu sehen. 



= '"2r2o„v 



2W „ , W2 



1> 
2C)p 



W2r 



: 2I"> 

2W 






f ■ w" p 



<1. h. das ßcchteck aus den TernionUingen des eisten und zweiten äussern Ortes einer Dreiecks- 
seite ist gleich dem Rechtecl£ aus den Ternionliingen des ersten und dritten dieser Oerter für 
die näctist folgende Seite. 

26, Oie Dreiecke, welclie inau aus den Seitenlangen 



2(,) p , (,)2 p , '"'2 p 

oder 2(b) p , (fl)2 p . '^'2 p 
oder 2(c) p j (bj2 p , '"'2 ]i 
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coustruiert, sind Dicht nur unter steh sondern auch dem Urdreieck und dem Dreieck T ähnlich. 
Diese Dreiecke mögen, in derselben Reihenfolge genommen, iu welcher vorstehend ihre Seiten- 
längen aufgeführt sind, T', T", T'" hui^sen. Wegen ihrer Aehnlichkeit mit dem Urdreiock 
hat ninn 





l 

f- a + b + 
l 2R 










= (— sin A + si 


B B + sin 


C)!. 


A 




= .a»s=|si. 


B . , C 


. A 




lürlidi io entsprechemlev 


■ Weise : 








T' 


' = 16 sin^ ^ cos^ 


B . , C 

■Z ""■ 2 


■ A 




T" 




1-^ 


■ A 




Zus. Es ist also: 










T' : T" 


: T- = cnlg. 1 




cütg^ 


■ 2 



29, Bezeichnet man die Radien der äussern Kreise unserer Dreiecke bezieliungs weise durdt 
R', R", R'", so liisst sicli auf dieselbe einfache Weise wie früfier (10) zeigen, dass 

2R' = — a -r b + c, 2R" = a — b + c, 2R'" = a + b — c 

28. Die Radien der Kreise um die Dreiecke T', T", T'" sind also zusammen so gross 
als der Radius des Kreises um T. 

Zus. !. Daher ist auch jede Seite des letztern Dreiecks allein so gross wie die entsprechen- 
den Seiten der drei erstem zusammen, so wie überhaupt jede bestimmte Linie in diesem Dreieck 
so gross ist wie die entsprechenden Linien der drei übrigen Dreiecke zusammen. 

Zus. 2. Bezeichnen daher m, n, p die Radien der innern Kreise unserer drei in Rede 
stehenden Dreiecke, während r seine frühere Bedeutung (12) beluilt, so ist 

t = m -1- n + p, und weil, wie wir wissen 
A = R - t) so ist auch 
A = R Cm + n + p) 
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d. h, das Rechteck aus dem R»diiis des äussern Kreises vom Urdreieck und aus dei* Sui 
ianern Radien der Dreiecke T', T", T'" ist dem Urdreieck gleichfiächig. 
29. Es ist nun iüsbesondere 

2T' 







(— a + b + 


c) (sia 


Ä + sin 


B + sin C) 




= 


- B + b + 


c 








(« + b + c) . 


-^. A 






= 


-- a + h + 1 
2K 


c 






2R . 


ni = 


(- a + b + 


c) r, 


und dem 


entsprechend 


2R , 


!l = 


(a - b + c) 


r 






2R 


■ P = 


(a + b - c) 


r 







d. h die RGchtcckc aas dem Durchmesser des äussern Kreises vom Urdreieck und aus einem der 
Radien der lunerii Kreise der Dreiecke T', T", T'" sind einzeln den drei Vierecken gleich, 
in welche daa I^idreieck durch diejenigen drei Radien seines icnern Kreises zerlegt wird, welche 
man nach den B er uhrun}j;sp unkten zieht. 
30 \A eil 

IS(«) p . '*'2 p . (a)2 p = (~ a + b + c) (a — b + c) (a + b — c) sin A sin B sin C 

= 2(b) p . ^"'2 p . (ftj2 p 

= 2(c) p . ^'^2 p . (c)2 p 

>o sind die senkrechten Parailelepipeda aus den Ternionlängen von je einem innern Orte und den 
beiden zu eben dieser Seite gehürigen Nehenürlern von gleichem Inhalt, 

31. Aller es gieht noch drei andere senkrechte Parallelepipeda , welche uusern so eben 
betrachteten und dämm auch unter ein ander inhaltsgleich sind; denn es ist: 

i(8) p , 2(b) p . 2(c) p = ( — a + h -|- c) (a — b + c) (a + b — c) sin A , sin B sin C 

= W2p.W2p.W2p 
= w2 p . ,b)2 p . (c)2 p 

Die innern Entfernungsörter und die äussern Nebeuörter stehen also in einer solchen 
gegenseitigen Beziehung, dass die sechs senkrechten Parallelepipeda, die sich bilden lassen aus 
den Ternion^ngen entweder je dreier zu einerlei Seite gehöriger Oerter oder der gleichnamigen 
Oerter verschiedener Seiten, alle untereinander inhaltsgleich sind. 
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32. Da offenbar 

(-a + b + c) (a-b + c) (a+b- c) ^i^±A+ ^(-+1 + '^^^ ' ± '^U±±1 






, Sa = er A 

= 2R . 2r . 2i (12) 
80 erhalten wir Jen 

Lehrsatz: Niiiimt man in einem Dreick den Üeherschuss der Summe je zweier Seite u über 
«tie dritte, so ist das durch diese drei Linien bestimmte senkrechte l*arailelepipedon iuhallsgleicli 
mit demjenigen, welches bestimmt wird durch die Durchmesser vinn äussern und inuern Kreis des. 
ürdreiecks und vum Innern Kreis des Dreiecks T. 

33. .A,us dea beiden unmittelbar vorhergehenden Lehrsäcien ergiebt sich ohne atli; 
Schwierigkeit: 

^(a) p . i(ii) p . l2(c) p = 2R . 2r . 2c sin A . sin B . sin C 
= 4r . r^ (12, Zus. 1) 
d. h. jedes der vorher (31) betrachteten ParallelepipeJa ist auch inhaltsgieich mit demjenigen, 
welches das Quadrat vom Durchmesser des innern Kreises des Dreiecks T xur GrundfÜiche und 
den Radius vom innern Kreis des ürdreiecks zur Hübe hat. 
34. Weil nothwendig und immer 

(a+b + c)[(-a+b+c)(a-b+c)+(-a+b+c)(a+b-c)+(a-b+c)(a+i,-c)]^ 

(— a + b + c)(ii— b + c) (a+b~c) + 8 abc 
ist, so ist auch 

2W p . W2 p . f«,2 p + 2^") p . ('')2 5, . (,)2 p + 2H p . '^)2 p . ,e)2 p 

= [{— a + b + cj (a — b + c) (a + b ~ c) + 8 abc] sin A sin B sin C 
= [8 r A + 32 R A j sin A sin B sin C (34) 
= 8 {r + 4 R) A sin k sin B sin C 
= (r' + r" + r'") 4 i» 

d. h. die Summe der senkrechten Paralielepipeda aus je drei solcheu Terutouläugen, die zu den 
drei äussern Oertern einer und derselben Dreiecksseite gehören, ist 50 gross als das Parallele- 
pipedon, welches das Quadrat vom Durchmesser des innere Kreises des Dreiecks T zur Grund- 
flache und die Summe der Radien der drei äussern Berübrungskreise vom Urdreieck zur Hube hat 
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35. Die äussern EutfernungsÖrter stimmen mit den Innern davinn übeiein, dass, um con- 
Btante Ternionlängen für denselben Ort zu erhalten, die einzelnen Linien nicht nothwendig; 
senkrecht anf den Dreiecksseiten stehen müssen, sondern dass es ausreicht, 'wenn die Winkel 
zwischen diesen Linien und den Dreiecks selten überhaupt von einerlei Grosse sind. Denn bezeichnet 
man eine Ternion solcher Linien, die unter Wiukeln von der Grösse (p nach den Dreiecksseiten 
gezogen sind, durch -^ 1, ^, so folgt aus den einfachsten Begriff'sbestimmuni;en der Goniometrie, 
dass 

1, CP = — ;■■ ' = cüsec m . -ä' ' p 
' sin r/j ' "^ 

sein muss; ist also ^ ' p von cnnstantem Werthe, so muss es natürlich auch cosec (p . -^ p 
»ein; d. h. es gilt von den Geraden, welche zwar nicht unter rechten, aber doch unter gleichen 
Winkeln von einem Entfernnngsort nach den Dreiecksseiten gezogen ■werden, dasselbe, was wir 
von den Senkrechten hinsichtlich der Ünvecänderlichkeit des Werthes der Ternionen nachge- 
wiesen haben. 



36 Au un n f 1 n S |6 g b 1 f 

2t"l I, A = SC» 1, B = :2<^) I, C = a + b + c 
d. h. zieht man »on einem der drei äussern Hauplörter nach den Dreiecksseiten Linien 
unter entsprechenden d. h. unter Winkeln von der Grösse des Gegenwinkels der zugehörigen 
Seite, so sind die Tenüonlängen solcher Linieii nicht nur für einen und denselben Hauptort, 
sondern für alle drei von einerlei Grösse und zwar so gross als des Dreiecks Umfang. 
37. Eine nicht minder einfache Folge aus (6) ist die, nach welcher 

:S(a) I, A =b W^ 1^ C = (cj2 1, B 

2(,) l, B = '"'2 1, A = (a)2 1, C 

2(., I, C = '"'2 1, ß = (b)2 1, A 

■d. h. cniistrutert man bei einer geordneten Folge der Seiten eines Dreiecks für die erste den 
innern Enlfernungsort, für die zweite den zweiten äussern und für die dritte den dritten, so sind 
die Ternionen der von diesen Oertern nach den Dieiecksseiten unter entsprechenden Winkeln 
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gezogeDen Liiiien Tür alle drei von einerlei Grösse, und zwar so gross als der Üeberachass der 
beiden au den äasserii Oertern gehörigen Seiten über die dritte. 

38, Aus der Verbindung der beiden vorhergehenden Sätie ergiebl sich: 

2''** l, Ä = ^i*"' I, B ^ 2*<^' 1, C = 2(a) I, A + 2(1.) I, B + 2|c) i^ C 
= W^ 1, B + ("»2 I, C + <"J2 1, A 
= (fl)2 1, C + (b)2 I, A + (c)2 I, B 

|], h, zieht man von allen EntfernungsÖrtern eines Dreiecks nach dessen Seiten Gerade unter 
entsprechenden Winkeln, so ist jede einzelne Ternionlänge eines der drei Hauptürter allein so 
gross als von den übrigen je drei solche zusammen, welche zu gleichnamigen Oertern aller drei 
Seiten gehören. 

Anmerkung. Es setKl Bich liier wiederum etner von dea FäUen, auf welclie fciilier (ä, Anm. 2) hingewiesen 

39. Einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke zufolge ist 

(a + b 4- c) (— a + h + c) (a — b + c) (a + b — c) -= 16 A' = 2r . 2r' . 2r" . 2r"' ; 
darum ist auch 

2C) I. A . 2,., I, A . «2 I, B . (.)2 I, C = 2W 1, B . 2,u, I, B . '"'^ I, c . (.,2 I, A 

= 2<") . I, c . 2|o) . 1, c . '"'2 . 1, A . (.)2 1, B 

= 18A' = 2r . 2r' . 2i" . 2i"' 
d. h. zieht tiiciii von itlleu vier zu einerlei Dreiecksseite gehörigen Entfernungsürteru nach den 
Seiten Gerade nnter entsprechenden Winlieln, hildet ans zwei dieser Ternionlängen ein Rechteck 
nnd eben so aus den beiden andern, so ist der vierfache Inhalt des L'rdreiecks die mittlere 
Proportionaifläche zwischen diesen beiden Rechtecken ; zugleich verhält sich das eine dieser 
Kechtecke zn dem aus zweien von den vier Durchmessern der Berührungskreise wie das aus 
den beiden andern dieser Durchmesser zum zweiten der in Rede stehenden Rechtecke. 

40. Weil stets 
a(-a+b + c) + b(a-b+c) + c (a+b-c) = (-a + h + c)(a-b+c) 

+ (-a + b + c)(n + b-c) +(a-b+c)(a + b-c) 
so ist aach 
n2(.).j,A. + b.2(i,).l,B + c.2(,)I,C 

=, 2(.) 1, A . 2,1) , !, IS 4- 2(.) 1, A . 2(,) 1, c + 2(1) 1, B . 2|,) I, c 
= W2i,B.(">2. 1,0 + <")2i,B.»2i,A+ «21,0. l"'2i,A 
= (.)2 1, c . (1)2 1, A + (,)2 1, c . (.)2 B + (.)2 1, A . (■)2 1, B 
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•i. h. zieht man sowohl von den innein Oertem als von den Nebenörtern nach den Üreiecks- 
seiten Linien unter entsprechenden Winkeln, so ist die Samine der Rechtecke ans je einer 
Ternioüiiinge der iiineru Oerter nnd der zugehörigen Dreiecksseite so gross als die Summe der 
drei Rechtecke, welche man ans den Ternionlängea je zweier der drei gleichnamigen Oerter von 
einer der drei ge n C! bll 

Anmarkinig O m 

sbne Wenliverauiler mm H m 

nnd den Ureieeiusiii nj TU g g S 

güigerlim, und bei d m 

41. Wie bekannt, ist in jedem Dreieck 

(a + h + c)^ = 2r' . 2i-" + 2r' . 2r"' + 2r" . 2r"', 
darum auch 

2«l,A,2<«l,l! = 2<">l,A.2"ll,B = 2l'>l,B2Wl,C = 2r'.2r" + 2r'.2r'" + 2r".2r- 

d. h. zieht man von den drei Huuptorteru eines Dreiecks nach dessen Seiten Linien unter 
entsprechenden Winkeln, so ist jedes der Rechtecke aus je zwei dieser Ternionlängen so gros» 
als die Summe der Rechtecke aus je zwei Durchmessern der drei äussern Berührungskreise. 

42. In jedem Dreieck findet auch die Beziehung Statt, der zufolge 

r (r' . r" + r' . r'" + r" . r'") = r' . r" . r'" = i (a + h + c) A 
ist: darum muss auch stets 

2r . 2'*' 1, A . 2'") I, B = 2r' . 2r" . 2r"' = 4 (a + b + c) A 
sein; 

d, h. das senkrechte Pai-allelepipedon aus den Ternionlängen zweier Hauptörter, von denen dl* 
Linien nach den Dreiecksseiten unter entsprechenden Winkeln gezogen sind, nnd aus dem Durch- 
messer der innern Berührungskreise ist inhaltsgleich mit demjenigen, was die Durchmesser der 
drei äussern Berührungskreise zu seinen bestimmenden Dimensionen hat, und ausserdem auch 
vier mal so gross als das Prisma, dessen Grundfläche das Urdreieck und dessen Höhe der IJmfang' 
desselben ist. 

43. Es ist nothwendig und immer 
(a + b-f-c)^4-(-a + b + c)(a-h+c) + {~-a+b + c)(a + b-c) -j- <a- b + c) (a-|-b - c) ^ 

4 (ab + ac ■+- bc) 
und mithin auch 

(2^''h,A.)'-i-2(a)l,Ä.W2l,B + 2(a)l,A.(«)2|,€-f ''''2l,B.(a|2i,(; = 4(ab + ac+bo 

d. h. zieht miiu ^von allen vier EntferuungsiJrtern einer und derselben Dreiecksseite nach diesen 
Seiten Linien unter entsprechenden Winkeln; so ist das Quadrat der Ternionlänge des Haii|)tortes 
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vermehrt am die Summe der Rechtecke aus je zwei TerDionlängen der drei iibrigeu Oertcr vier 
mal so gross als die Summe der Rechtecke aus je zwei Seiten des IJrdreieuks. 

Zus. Nach einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke ist die Summe unseres Quadrates 
und der drei Rechtecke, wie wir sie so eben näher beieiclinet haben, so gross als die Sumrao 
der sechs Rechtecke, welche sich aus den Durchmessern je zweier der vier Beriiliruugsk reise des 
Dreiecks bilden lassen. 

44. Durch einfache Ausführung der angedeuteten Rechnungen überzeugt man sich, dass 
a(-a + b + c)2+b{a— b+c)2 + c(a+h— c)^ + (-a+b + c)(a-b + c){a + b-c)=4abc 
sein muss; demnach ist auch für jedes Dreieck: 

..(2,a)i,A)'+i (2(h)iby+c (:2(„i f )%i",„)i \ 2(.)i,B :^'(i 11 = 4 ibc 

d. h. zieht man von den innetn Lntfemungsortern nach den Dreit-cksseiteu Lim ii untti ent 
sprechenden Winkeln so ist die bumme der diei senkrechten Pd,rillelepipeda, >on denen jedes 
das Quadrat einer Ttrnionhnge zur Giundflahe und die dem Orte zugchnige Seite zur Hohe 
hat, vermehrt um dts aus, dust-n dn.i Teinionlangen selbst gebildete Paiallelejupedon \ ci n il so 
gross als dasjenige welches dmch die drei hciten des Dreiecks teslimmt wiid 

4ä. Wir wollen nun unser niheres Angenmeik auf die Lage dei Oeiter gegen diL 
Dreiecksseiten richlin und inshesondeie auf dit, Lage deijtnigen Punkte, in welchen dit Üiitti 
von den zu ihnen gehin^cn Seiten ge-üchnitten weiden 

Um aber sowohl die Untersuchung selbst als auch deren Ergebnisse übersichtlicher zu 
machen , sollen diese sämmtlichen Durchschuittspunkte durch die Buchstaben K, L, M dergestalt 
bezeichnet werden, dass K, K', K", K'" die Durcbschnittspuukte der Seite a beziehlich mit dem 
Innern Entfernungsort, mit dem ersten äussern, mit dem zweiten, mit dem dritten darstellen und 
dass L, L', L", L'" und M, M', M", M'" ganz ähnliche Bedeutung für die Seiten b und c haben. 
Es möge hier noch ausdrücklich bemerkt werden, dass wir uns fortan der feststehenden Bezeich- 
nung bedienen, der zufolge (Fig. 4) D, E die bestimmenden Punkte des innern Ortes der Seite c, 
dagegen D', E' eben diese Punkte für ihren ersten äussern Ort bedeuten, und dass F, G und 
F', G' eben diese Bedeutung für die Seite b, sowie 11,1 und tP, P für a haben. Hieraus ergeben 
sich von selber F' und G als die bestimmenden Punkte des zweiten undD', E als die des dritten 
äussern Ortes von a. Dieselbe Bedeutung, wie F' G und D' E für a, haben D, E' und H' I 
für b, so wie H, !' und F, G' für c. 

Nach einem bekannten Elementarsatz ergiebt sich nun für Dreieck ABC und seine Trans- 
Ycrsale MDE 

AM . BD . CE = BM . CD . AE, 
also auch {c + BM) (b-c) = BM . (a-c) 

und darum (b— c) c = BIM (a- b) , 
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AM . 



CS + O' 



Betrachtet und behandelt man auf eben die Weise , wie es hier für MDE gegcheheu ist, 
der Reihe nach alle Entfemungsörter als Transversalen des Urdreiecks, so gelangt man zu 
folgenden Ergebnissen ; 



CK = - 



AL 



CK" 
BK" 



b+c 

1— b^ 
b+c 



BK'" = 



a+h 
b+c 



AL" = - 
CL" = 
AL"' 
CL'" 



»— b 

a+c 

b+c 
a+c 



BM" 
AM" 
BM"' 
AM"' 



b+c 
a+b 



a+c 
a+b 



4B. Hieraus ergieht sich nun ohne alle Schwierigkeif. 

a. CK . CL = CK' . CL" = CK" . CL'" = CK'" . CL' 
AL . AM = AL' . AM" = AL" . AM'" = AL'" . AM' 
BM . BK = BM' . BK" = BM" . BK'" = BM'" . BK' 



= ab 

= bc 



d. h. nimmt man ein Paar Dreiecksseiteu in geordneter Folge und für sie entweder ihre innern 
Oerfer oder eines der drei Paare, die sich in geordneter Folge aus den äussern Oertern bilden 
lassen, so dass der frühere dieser beiden Oerter zur frühern, der spätere zur spätem Seite gehört, 
so sind die Rechtecke aus den Segmenten, welche durch diese Oerterpaare auf den zugehörigen 
Seiten, von deren gemeinsamen Endpunkt aus gerechnet, abgeschnitten werden, dem Recfateck 
ans den Seiten selbst und darum auch alle vier unter einander gleich. 
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AK||BL, AK'IIBL" 
BL||CM, BL'IICM" 
CM II AK, CM' II AK", 



AK" 
BL" 
CM" 



II BL"' , AK'" li BL' 

II CM'", BL'"||CM' 
II AK"', CM'" II AK' 



d. h. wenn man die Funkte , in denen die zu einem der vorhergenannten vier Paare gekorigen 
OerteT ihre zttgehörigen Seiten schneiden, mit den Gegenecken dieser letztem verbindet, so sind 
diese heiden Geradm einander paralle}. 
c. Hieraus folgt nun weiter: 

AK II BL II CM 

AK' II BL" II CM'" 

AK" ||BL'"1CM' 

AK'"||BL' 11 CM" 

d. li. verbindet man die Punittc, in denen die innern Entferniiugsurtei- iiire zugeliüri|i;en Seiten 

iclineiden , mit den Gegeneclcen dieser letztem , so eriiält man eine Ternion pamllelee Geraden. 

Eine eben solclie Ternion erhält man auch stets dann, wenn man anstatt der innern Oerter die 

Süssem in einer ihrer geordneten Folgen mit einer der geordneten Folgen der Seiten geordnet 

d. h. so verbindet, dass der erste Ort zur ersten Seite, der zweite zur zweiten, der dritte znr 

dritten gehört. 

Aunierkiing. Audi liier lindal einer von den räUen Stall, auf die wir frülLer (ä, Aiim. 2) Hingewiesen liaSen. 
d. Aus unsern Gleichungen in ^a) ergiebt sich ferner; 

KL' ||K"'L, LM' ||L"'M, MK' || M"'K 
KL" IIK'L, LM"I|L'M, MK" || M'K 
KL'"||K"L, LM"'||L"M, SIK'"||M"K 
d. h. verbindet mau den Durchschnittspnnkt einer Dreiecksseite und ihres inuern Ortes der Keihe 
nach mit den Punkten, in welchen die nächstfolgende Seite von ihrem ersten, zweiten, dritten 
äussern Ort geschnitten wird, und verfährt alsdann eben so in Beziehung auf den inuern Ort der 
zweiten Seite und die drei äussern der ersten, so sind die erste, zweite und dritte Verbindende 
der ersten Ternion parallel beiiehlich der dritten , ersten und zweiten Verbindenden der ändert^ 
Ternion. 



Endlich folgt noch a 
K' L' ||K"'L" 
K"L" II K' L'" 
K"'L"' II K" L' 



1 L"'M" 
I L' M'" 
I L" M' 



M' K' 
M"K" 

M"'K"' 



M"'K" 
I M' K'" 

1M"K' 
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i. h. die Gerade, welche bestimmt wird durch zwei Punkte, in denen zwei Dreiecksseiteii geschnitteu 
werden durch zwei zu itnen gehörige gleichnamige äussere Oerter ist parallel der durch die beiden 
Punkte bestimmten Geraden, in denen die fruliere der beiden in Rede stehenden Seiten von ihrem 
den beiden gleichnamigen vorausgehenden tiussern Entfernungsort, die spätere YOn dem auf diese 
folgenden geschnitten wird, 

47. Nach den in (45) tufgestellten Werthansdrücken für dte Segmente, in welche die 
Dreiecksseiten durch ihre EutfLinungseiter getheilt werden, ist 

a. CK' . AL' . BM' = BK' . CL' . AM' 

d. h. durch ihre Hauptiirter werden die Dreiecksseiten so getheilt, dass die senkrechten Parallele- 
pipeda aus je drei nicht an einander angränzenden Segmenten unter sich gleich sind. 

b. D^ nun die Natur der IlauptÖrter es nothwendig mit sich bringt, dass die Punkte 
K', L', M' sämmtlich auf die Verlängerungen ihrer Seiten fallen, so müssen einem 
bekannten Eleinentarsatz zufolge 

die Punkte, in welchen die Dreiecks seilen von ihren Hanptörlem geschnilteti tverden, in 
gerader Linie liegen. 

c. Auf ähnliche Weise ist: 

AM . BK'" . CL" = BM 
AM" . BK . CL"' = AL'" 
AM"' . BK" . CL = AL 

d. h. die Segmente, in welche von den Dreiecksseiten, in einer ihrer geordneteu Folgen (5, Anm. 2) 
genommen, die erste durch ihren zweiten äussern Entfernungsort, die zweite durch ihren inneru 
und die dritte durch ihren dritten äussern getheilt wird, sind immer von der Beschaffenheit, dass 
die senkrechten Par.illele}iipeda aus je drei nicht an einander anliegenden gleich sind. 

d. Weil die drei in c näher bezeichneten Teraionen von Punkten in der Eigenschaft 
übereinstimmen, dass für jede eine ungerade Zahl ihrer Punkte auf die verlängerten 
Dreiecksseiten fallen, so liegt, dem schon vorher erwähnten Etementarsatz zufolge, 
jede dieser Temionen in gerader Linie, 
c E» liegen also in gerader Linie; 



CK"' 


. AL' 


BM" 


.CK 


BM'" 


.CK' 



K' , 


L' , 


M' 


K" , 


L , 


M' 


K'", 


L", 


M 


K , 


L'", 


M' 



f. Diese vier Geraden sind unter einander parallel. 
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Denn ans 46, e wissen wir, ilass 

K'L' II K'"L", L'M' II L"'M", M'K' || M'"K", also, weil nach (a) K'L' t| L'M' || M'K', 
so muss auch K"'L" || L'"M" || M'-'K" sein, <l. h. die drei Geraden K"'L"M, L'"M"K. 
M"'K"L sind unter sich und mit K'L'M' parallel. 
48. Ans unserm früher (45) aufgestellten Werthverzeichniss ergiobt sich ferner : 
AM : AM' = AM" : AM'" 
BK : BK' = BK" : BK"' 
CL : CL' = CL" : CL'" 

(i. b. diejenigen vier Segmente, welche auf einer Dreiecksseite der Reihe nncli durch ihren inuern, 
ersten, zweiten nnd dritten äussern Entfernungsort von dem Endpunkt aus gerechnet abgeschnitten 
werden, mit Jem sie an ihre Vorgängerinn angränzt, bilden eine geometrische Proportion, 

49. Von den innern Entfern ungsürtern wissen wir bereits, dass diejenigen Strecken der- 
selben, welche zwischen den beiden nicht lugehÖrigeu Seiten, oder, was hier dasselbe ist, zwischen 
den sie bestimmenden Punkten enthalten sind, eine besondere Aufmerksamkeit verdienen. Sehen 
wir daher jetzt zu, ob und in wiefern für die äussern Oerter Aehnliches Statt finde. 

um die nachfolgenden Entwickelungen nicht zu unterbrechen, bemerken wir zum Voraus, 
dass wir der notbigen Kürze halber die Entfernungen des Mittelpunktes des äussern Kreises des 
ürdreiecks von den Mittelpunkten seines ersten, zweiten, dritten äussern Berübruugskreises d. h. 
der an den äussern Flauken beziehungsweise der Seiten a, b und c liegenden Berübrnngs- 
kreise durch e', e", e'" bezeichnen, und sie mit den Namen der ersten, zweiten und dritten 
äussern Escentricität belegen. Als bekannt werden angenommen die Beziehungen, denen zufolge ist; 

e'^ = Ri 4- 2Rr', e''^ = R-^ + 2Rr", e'"^ = R'^ + 2Hr"' 

All A B C , 
r' =4Rsm- cos ^- cos 2" etc. 

In dem Dreieck AH'l' (Fig. 4} ist nun offenbar: 

m'' = (h + a)'^ + (c + a)i — 2 (b + a) (c + a) cos \ 

^ b'^ + c- — 2bccos A + 2a^ + 2iib + 2ac— 2a (a + b + c) cos A 
= a2 + 2 (a + b + c) a — 2 (a + b + c) a cos A 



i^y 



: a- + 4 (a -j- b + c) a sin^ ^ , also 
, , a + b + c . . , A 
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cos 



2- "^"^2-"^'^^ 2 



C 

-r-^ . 4 siti^ 
A 

"2 
C 



-^j- , mithin 



= "tj" ■ 'i ^ 1"*' natürlich in ganz ähnlichei' Weise : 
e" 



■]. h. das Rechteck ans einer Dreiecksseite und der zu ihr gehörigen äussern Excentricität ist 
gleich dem Rechleck aus derjenigen Strecke ihres Hauptortes, die zwischen den beiden nicht 
zugehörigen Seiten enthalten ist, und aus dem Radius vom äussern Kreise des ürdreiecks. 

Anmerkung. Man sielil also, dsss ?:ur BeHlimiiiunE der in Rede siebenden Sirecken unserer RauptOiter die 
liussein EicentcicKälen cl«s Ürdreiecks In ganz ubiilicher Welse miln-irken wie die Innere Bxcenlrieitül bei dei enl~ 
Kpiectiendeu Bestimmung für die innern Oerler. Frellleli wird gerade dadurcli für die Uauplftrler eine Kigenscbaf), 
welcbe die Innern Oerler beailtien, unmfiglicli geniaclit. Da niimlieli bei ungleicliseiligen Dreiecken die äussern Excen- 
tricilälen noiliwendig ungleich sind, so kännen H'I', F'G', D'E' den zugehörigen Seilen nlclil verliältnissgleicli und das 
«UB ihnen conslrulerte Dreieck dem Urdreieek nicht ahnlich sein. Aber das weiss man, dans auch für die HauplBrler 
KUr grflssten Seile die grösste Strecke geliilrt. üeim diese Seile hal stets den grbsslen äussern Berülirungskrels und 
darum auch die grflssle Ausser« Excenlrlcllül, weil ja b'^ ■= B' 4- 2llr' etc. Ist. 

50, Wenden wir uns nun mit unserer Untersuchung zu den Nebenörtern. 
lu dem Dreieck BF'G ist: 

M' == (h + a)2 + (b — c)' + 2 (h + a) (b — c) cos B 

^ a^ + c-J — 2ac cos B + 2b= + 2ab — 2bc + 2 (a + b - c) b cos B 
= b^ + 2(a + b — c) h + 2 (a + b — c) b cos B, also auch 

(™)' = , + 4 . »-+-''---« ™.. « 

B 



sin A 


b 

+ 


sin B - ■ sin 


C , 


. A 

»n 2 




sin B 

B C 

1 2 cos - 


cos* 2" 






B B ■ 
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Auf demselben Wege findet man: 



d. h. das Rechteck aus der zwischen den bestimmenden Punkten enthaltenen Strecke eines Neben- 
ortes und aus dem Radius des äussern Kreises ist so gross als das Rechteck aus der äussern 
Excentricität der zugeLÖrigen Seite und aus der Seite selbst, durch deren Abschneiden der Ort 
entstanden ist. 

51. Aus dea beiden voriiergehenden Paragraphen ergiebt sich sofort: 
a. H'I' : F'G : D'E = a : b : C 
F'G' : DE' : H'I = 
D'E' : HI' : FC = 

d. h. diejenigen Strecken von drei äussern zu einerlei Dreiecksseite gehörigen EutfernungsÖrtern, 
von denen jedes durch die beiden den Ort bestimmenden Punkte begränzt wird, verhalten sich 
zu einander wio die Seiten, durch deren Abschneiden die Oerter entstanden sind, 

Aiimerkung. Waa für die iimetn Eni fern nngaörtei e'iW, ist diso iiuch für div iiiissern richtig, sobülil sie za 
dtiselbeii HreiBclisseile gehören. 

b. Die ans H'I', F'G, D'E, aus F'G', DE', H'I und aus D'E', HI', FG' als Seiten- 
langen coustruierten Dreiecke sind unter sich, dem ürdreieck und dem aus DE, 
FG, HI beschriebenen Dreieck ähnlich. 

c. Bezeichnet man das letztere der eben genannten Dreiecke durch ©, die drei 
übrigen in derselben Reihenfolge, in welcher wir vorher (b) ihre Seiten namhaft gemacht 
haben, durch ©', ©", 3)"', so ist 

S : ©' : S)" : S'" = e^ : e'^ : e'"- : e'"^ 

d. h. diese vier Dreiecke verhidten sich wie die Quadrate der lugehürigen Es centrici täten und 
mithin vier entsiircchende Seiten unserer Dreiecke wie diese ExcentricitUten selbst, 

d. Aber nicht blos vier entsprechende Seiten unserer Dreiecke haben das genannte 
VerhältnisSj sondern je vier durch diese Dreiecke vollkommen gleichmässig bestimmte 
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<3erade, also aucli die Radien ihrer äasäern Kreise. Bezeichnet mau also diese 
Halbmesser durch SN, 9i', 9i", 3t'", so ist 



9! : SB' : S" : SR'" = , 



Nud wissen wir aber aus dem, was früher über die innern EntferiiungsÖrter 
beigebracht ist, dass <ji ^ e, mtthiu nmss nothweuJig auch Ji = e', Ji = e", 
Jv =^ c'" sein. 
&. U. die Radien der Kreise um unsere vier Dreiecke sind einzeln gleich den vier Mxcen- 
.iricitäien, 

c. Weil nach einer bekannteu Eigenschaft der Dreiecke 

ß2 ^ e'2 + e"2 + e'"^ = 12R2 , so ist also auch 

d. h, die Quadratstim mc der Radien der äussern Kreise unserer vier Dreiecke ist iwÜUmal s« 
gross als das Quadrat vom Radius des äussern Kreises vom Urdreieck. 

f. Wie wir nun wissen, ist: 

A : 2) : ©' : 2)" : 55'" = R^ : e^ : C^ : e"^ ; e"'-'- , also audi 
A : S) + 55' -I- S)" + S)'" = R^ : e^ + e'^ + e"^ + e'"'^ 
= RS : I2R2 = 1 : 12, also 

55 + 5)' + 2;" + 2)'" = 12A 

also unsere vier Dreiecke zusammen sind swölfmal so gross als das Urdreieck. 

g. Weil 

A ; © = R2 : eS so ist auch 

A - S) : A = R2 — e^ : Ra = 2Rr : R* 



A = 2)+ J. A = 5> +Ad 

wo 6 seine bekannte Bedeutung dla daa duich die It er ühntngs]) unkte des inneru 
Berübrungskreises bestimmte Dicieck hat, wahrend <J', <?", d'" dieselbe Bedeutung 
l'ür den ersten, zweiten, dritten aussein Beiuiirungskreis haben. 
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Auf dieselbe eintache Weise zeigt man, dass 

^' = A + 4d', S)" = A + 4(J", 2)'" = A + 4d"' 

ist. 
d. h. jedes unserer drei auf die äusseren Entfernungsörter sich beiielieödcii Dreieelte ist um den 
viert'aclieü Fläcbenraum des zugetiärigen d. li, mit der den Radius des in Rede stehenden Dreieeiis 
bildenden äussern Excentricität zu einerlei Dreiecksseite gehörigen äussern- Berührungsdreiecks 
grösser als das Urdreieck; dagegen ist das Dreieck ■£> der innern Eutfernungsörter um das Vier- 
fache des innern Berührungsdreiecks kleiner als das Urdreieck 
il. Endlich hat mau auch noch, v^ie leicht zu sehen, 

52. Bezeichnen E, E,, E„, E,„ die Innern Exceu tri ci täten unserer Dreiecke 2), ©'. 
®", ®"', femer E', E',, E'„, E',„ die ersten äussern Escentrici täten etc., so ist: 



R' - 2Rr 



E 



d. h. die innere Excentricität des von den swischen ihren bestimmenden Punkten enthaltenen 
Strecken der inner« Oerter gebildeten Dreiecks ist gleich dem Ueberschuss des Radius des äussern 
Ereises über den Durchmesser des innern im Urdreieck. 
Es ist ferner 

2e' 
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ü',' ^ e" -j- £e- 


■ T£ 


. r' 












==:«'= (i + 


RJ 














--^-Ä 


' + 
R 


2Rr' 


«1 


in 


ähnliclier 


VV 


eise 
l! 

E' 


natürlicli 

;"„ = R + 2r" 

",„ = R + 2r'" 
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d. h, in jedem der Dreiecke, welche von den drei äussern Oerlern einer und derselben Dreiecks- 
seite ganz eben so gebildet werden, wie das Dreieck ® von den innem gebadet wird, ist die- 
jenige äussere Excenlricität, welche einerlei Stcllenseiger mit dem Dreieck selbst hat, um dm 
Durchmesser des mit eben diesem Stellenzeiger versehenen äussern Berührungskreises des Vrdreiechi 
grösser als der Radius von dessen äusserm Kreise. 

c. Daher ist 

E + E', + E"„ + E"'.„ = 4R + 2 (r' + r" + r"' — r) 

= 4R + 811 , weil r' + r" + r'" =. r + 4H 
= 12R 

(1, h. unsere vier Dreiecke ®, ©', ®", ©'" sind so beschaffen, dass die innere Excenlricität 
des ersten und diejenigen äussern der übrigen, welche einzeln mit den zugehörigen Dreiecken 
einerlei Stellenzeiger haben, zusammen zwölfmal so gross sind als der Radius vom äussern 
Kreise des Urdreiecks. 

d. Hieraus folgl in Verbindung mit 51, f, dass 

R (S) + 5)' + 2)" + 3!'") = (E + e; + E"„ + E-,„) A 

e. Es ist! 

E-=.. +2e,^.r. 





E' = 


~ R 


e' 






Ander 


erseits 


Isl an 


r.h 








E,' = 


= e"- 


- 2e' . 


e' 
R 


r = 


jlso 


E, : 


= »•. 


p- , UDil darum 


•iif dieselbe 


• Weise findet 


man, 


dass 




E" 


= E„ 


und E' 


" ^ 


E,„ 



V rJ R 



i. h, jede der äussern Excentricitälen des Dreiecks ® ist der innem Exceftlricilät desjenigen 
unter den drei übrigen Dreiecken gleich, mit dem sie einerlei Stellenzeiger hat. 
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53. Betracltet man für die Dreiecke CDE, CD'E', CD'E und CDE' (Fig 
Transversale, so liat man: 



a. MD . AE . 


BC = ME . CA . BD 


M'D' . AE' . 


CB = M'E' . CA . BD' 


M"D . AE' . 


CB = M"E' . CA . BD 


M"'D'. AE . 


CB = M"'E . CA . BD' 


>d iitrmn auch: 




MD : ME = M'D' : M'E' = 


= M"D : M"E' = M'"D' 


Lil In älinlicker Weise : 




LG : LF = L'G' : L'F' = 


■■ L"C ; L"F' = L"'G' : 


KH : Kl = K'H' : K'I' = 


K"!! : K'T = K"'H' : 



d. li, iiuf jedem der zwölf Entfernungsörtcr eines Dreiecks werden von dem Paukte aus gerecbucL 
iu weldiem er der Seite begegnet, durch deren Abschneiden er entstanden ist, durch die beiden 
andern Seiten Stücken abgeschnitten, die sich umgekehrt wie diese selbst verhaken; oder bei 
jedem Entfernnngsort wird die zwischen seinen beiden bestimmenden Punkten enthaltene Strecke 
durch die dritte (diese Punkte nicht enthaltende) Seite in zwei Segmente gctheilt, die sich 
umgekehrt wie die sie begränzendcn Seiton verhalten, 
b. Darum ist auch : 
MC . LG . Kil : ME . LF . KI 



= M'D' 


. L'G' . 


K'H' ; 


M'E' 


. L'F' 


. K'I' 


= ffl"D 


. L"G . 


K"H : 


M"E' 


. L"F 


' . K"l' 


= M"'D' 


' . L"'G' 


. K"'H 


' : M" 


'B . L'" 


'F . K'" 


= abe : 


abc. 











d. h. für jede Ternion zu einerlei Ciusse gebüriger Entfernungsörter sind die beiden beukrechicn 
Parallelepipeda, gebildet aus den Segmeuten, welche von der Seite aus, durch die der Ort ent- 
standen ist, das einenial durch ihre Nachfolgerin, das anderenial durch die Vorgängerin abge- 
schnitten werden, inhaltsgleich. 

c. Wünschte mau Ausdrücke für die absoluten Werthe unserer Segmente zu haben, 
so könnte man zu ihnen leicht auf folgende Art gelangen. Weil, wie wir bereit* 



b. M'E' = h (^M'D' +7^-0' 



b e'" 
HO erhält man M'D' = —r . „- . c und 
a- b It 
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und in aliiilicher Weise füi- die übrigen. 

54. Was die Winlicl anlangt, welciic jede Ternion paralleler äusserer Oerter mit den 
Seiten des Urdreiecks bildet, so kann man sich zuvörderst leicht überzeugen, dass von ilen beiden, 
unter welchen ein Haupturt von der zugehörigen Seite geschnitten wird, derjenige der kleinere, 
also spitz sein muss , dessen Schenkel vom Scheitel ans nach dem Dreieck zu laufen , dass also 
die Winkel (Fig. 4) E'M'A, G'L'A und l'K'ß spitze sind. 

Denn ist, wie in unserer Figur 4, a die grösste, c die kleinste Seite, so ist, wenn 
Aß [i D'E' gezogen wird, 

CB CA 

BD' ^ Ali' 

^ cD' 

also CB > Ck d, h. u liegt von C aus gerechnet diessoit E, mithin convergiert AB mit D'E' in 
der Richtung von A nach ß, oder die Seite c und ihr Hauptort schneiden sich in ihren über 
die grössere der nicht zugehörigen Seiten hinausgehenden Verlan gerungen. Also ist nothwendig 
AM' >■ AB, und darum auch AM' > AE', mithin AM'E' als Gegenwinkel einer der beiden 
kleinern Seiten des Dreiecks ÄM'E' ein spitzer. Äehnliches lUsst sich für die beiden andern 
Hauptörter und ihre Seiten nachweisen. Diese spitzen Winkel verstehen wir, wenn wir in den 
nachfolgenden Erörterungen schlechthin von den Winkeln sprechen, welche die Dreiecksseiten 
mit ihren Hauptörtern bilden. 

Bezeichnen wir nun der Kürze halber die Winkel, welche der erste Hauptort mit der 
ersten, zweiten, dritten Dreiecksseite bildet, beiiehungsweise durch (!', 1), (1', 2), (!', 3) und 
so in ähnlicher Weise für die beiden andern Hauptörter, so ist, weil 

M'E' : E'A = sin A : sin (3', 3), 

— ,- . ^H- - c : c = sin A : sin (3', 3), also 
a-- b R \ ' " 

a— h 



2e' 



a. sin (3-, 3) = 
und, wie hieraus von selbst folgt, 

sin (2', 2) = -J^ 

sin (1-, I) = -tl! 
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d. h. der Winkel, deo ein Hauptort mit seiner Dreiecksseite bildet, ist so gross als derjenige 
Winkel eiues rechtwinkeligen Dreiecks, das die do[ipelte äussere Excentricität dieser Seite zur 
Hypotenuse und den Unterschied der beiden andern Seiten inr Catliete hat, welcher dieser 
Cathete gegenüber liegt, 

b. Haben i\, 1), (I, 2), (1, 3), (2, 1) etc. i'ür die inuern üerter dieselbe Bedeutung, 
wie {!', 2} etc. Tür die äussern, so ist, wie wir bereits wissen, 



sin (3, 3) =^ -". — , also 
>, ' / 2 e ' 

sin (I, 1) : sin (1', 1) = e' : e 

d. h. die Sinus der Winkel, welche eine Dreiecksseite mit ihrem Hauptort und iuuern Knt- 
fernungsort bildet, verhalten sich wie die innere Esceuü-icitiit des Dreiecks zu der äussern der 
in Rede stehenden Seite, 

c. Für die Winkel, welche ein Hauptort — und naturlich auch die ihm parallelen 
NebenÖrter — mit nicht lugehörigen Seiten bilden, erhält man aus der Betrachtung 
des Dreiecks CD'E' ohne alle Schwierigkeit: 

siu li' 1) = :=— 77V ■> sin (*>', a) = s— /.t . 
^ ' ' 2e"' ' \ ' ' 2 g/./ 



ind daher lür die beiden andern Hauptürter: 



.(I'.B, = i^ 

d. h. die Sinus der Winkel, welche zwei Hauptürter mit der nicht zugehörigen Dreiecksseite 
bilden, verhalten sich umgekehrt wie die äussern Excentrici taten der zugehörigen Seiten. 

55. Da, wie wir bereits wissen, die Innern Entfernungsörter senkrecht auf der inneni 
Excentricität stehen, so lässt sich mit Grund veimutben, dass die drei Temionen äusserer t)erter 
in ähnlicher Beziehung zu den drei äussern Escentricitäten stehen. 

um Gewissheit hierüber zu erlangen, sei (Fig. 3) M der Mittelpunkt des äussern Kreises, 
I" der des zweiten äussern Berührungskreises, Mtl und I"Y senkrecht iinf AC, BIZ eudlirlt 
{{ACj nun ist nach einer bekannten Eigenschalt der Dreiecke 
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CY = ^ (— a + b + c), also 

MZ = H¥ = ^ b — I f— a + b + c) 

sin MI"Z = ^^, = ^- = sin (2', 2) (54, a) 

also MI"Y = (2', 2) = AL'G', denn beide Winkel sind spitze, der erstere MI"Z als Winkel 
eines rechtwinkeligen Dreiecks au dessen Hypotenuse, der andere AL'G' nach dem, was in (54) 
nacligewiesen ist, mitbin ist ASI"Y cß AAL'y, also MI"/ senkrecht auf F'G'. In ähnlicher 
Weise zeigt man dasselbe für die beiden andern Hauptörter Also 

dte drei Teimonen paiaUelet äusserer OeUer itehen einzeln senkrecht auf den nussein Exun 

(Untaten threi Sttten 

AnmerKung A s diesen Salze Iftssen sich eini, \Dzibl i i zllcliei Fotger ingeii ziehen die n r aus Mingel 
ni Hdum ubücgfl «1 niussei die uir Aber der ^ulJierKsHinkeil unserer Leser emiifelilei 

56 Bei den Innern Kntfemnngsoitern haben wir für Iie Dreit(.ke, wokhi, sie mit den 
licht zugehoiigen &eiten bilden, die bemtikenswetrhe Eigenschaft gefunden, dass die Radien 
ihrei auaaern Kieise nicht nui untei sich son ern iuch mit dti jnnern Cxcentncit it \on gleicher 
tiiosse sind Auch m diesei Beziehung gilt Aehnliches für die aussein Oertcr 

Fiagen wir /uiiachst mch dem Kiei« am Dieieck AHI (Fig 4), io finden wir, uich 
bekannter liigcnschatt der Dreiecke, als Werthausdruck für seinen Radius 

H'i' _ ^ ^'__ fA.a\ ( 

2 sin A ~ 2Rlirr ' * ^ ' ~ ^ 

Für das Dreieck BF'G hat man in ähnlicher Weise 

2 sin it 2Ii . sm B 

und für Dreieck D'EC 

D'E _ e' _ , 

2 sin C 2R sin C ■ "^ " 

Auf gleich einfache Weise lasst sich zeigen, dass die Kreise um die Dreiecke BF'G', 
CDE', AH'I zn ihren Radien die zweite äussere Excentricität und die Kreise um CD'E', AHI', 
BFG' zu ihren Halbmessern die dritte äussere Excentricität haben. Wir sehen also, dass 
die äwssem Kreise derjenigen Dreiecke gleich sind, welche von drei äussern parallelen Oertern 
jeder mit den beiden zu seiner Gewinnung nicht verwendeten Dreiecksseiten bildet, und zwar 
dass der Radius dieser Kreise gleich ist der äussern Excentricität derjenigen Dreiecksseite, 
SU welcher die drei Oerter gehären. 
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H Ib 



wir fitiheF (ä, ■ 

d g t 51, d ergiebt sich sofort, dass jeder nnserer 

K isea sich noch ein viertes Dreieck zuge- 

t [ ch unser früheres Dreieck 5), und denen 

JD JJ AJ ; unsere Tier Ternionen erweitern 

bern Besiimmuiig der Lage ibrer 2UUleIpuiikie und 

t d en noch eine besondere Beachtung die 

r 1 hres Paralielismus gar nicht vorkommen 

t nter einander bilden. 

d H pt rtern gebildete Dreieck R'S'T' (Fig. 5) 

1 kl on HT, F'G', D'E'; verbinde A sowobl 



kt DE' und A von EE', A;("'||D'E, und aus 

II G d 4 Jj F G 1 l D'E li F'G (5), bilden A;*" und Aji'" eine 

einzige gerade Linie, oder die Punkte ;t", A, fi'" liegen in gerader Linie; das- 
selbe gilt für die Punkte fi'", B, /(' und für fi', C, fi". 
d. h. von den Halbierung spunhlen der bestimmenden Strecken d. h. der zynischen den beiden den 
ganzen Ort bestimmenden Punkten enthaUenen Strecken der Ilauptörter liegen je zwei mit einer 
der Ecken des ürdreiecks in gerader Linie, und zwar 

b, ist es diejenige Ecke, welche den gemeinschaftlichen Endptmkt der beiden Dreiecks- 
seiten bildet, SU denen die Oerter gekoren, auf welchen sich die Punkte befinden. 

c. Da D'E und F'G, wie wir wissen (5), parallel mit H'I' sind, so ist auch 
li"fi"' ]| H'I', und in ähnlicher Weise fi' fi" ]] D'E', f.t' fi'" || F'G'. 
Also Ati'fi"fi"' Tfi AR'S'T'. 

Da /i'S' :|^ fi"'f.i" '\\: /i'T', so ist fi' der Halbierungspunkt von S'T'; ebenso fi" 
der Halbiei-nngspiinkt T'R' und ,(('" von R'S'. 
Also ist AR'S'T' = 4A«',(//'^,'". 

Da nach Voraussetzung /.i'l' =^ fi'H', und, wie vorbin gezeigt worden, /t'S' = ,«'T', 
so muss nothwendig auch S'l' = T'H' und eben so für die beiden andern Haupt- 



d. 



L 



F'T' 
S'H' 



; G'R' und E'R' = D'S', und natürlich auch 
= T'l', T'G' = ß'F', R'D' = S'E' 
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d. h. auf jedem Hauptort werden von seinen beiden bestimmenden Punkten aus dureh die Ijeiden 
andern Eanptorter gicicft grosse Strecken abgeschnitten. 

h. Da D'E = 2fc"'A nod F'G = 2A/(" , so ist 

D'E + F'G = 2 (,t'"A + An") 

= S'T' 

Lud in gleicher Weise für die beiden nndern üerter 

DE' + H'I = 2,1'",!' = R'T' 

Hl' + FG' = 2,i',i" = B'S' 

d. h. die Strecke eines Hauptortes, melche durch die beiden andern begr/inzl mird, ist so gross 
als die zwischen den hestimmenden Punkten enthaltenen Strecken seiner beiden Nebenörler 
zusammen. 

i. Da nun, wie IrUhei' (50) nachgewiesen worden, 

P'G=-!il), D'E = ~c, so ist 



und in entsprecliender Weise lür die beiden andern Seiten unseres in Rede 
stehenden Dreiecks: 

T.n. — ''+*' .... M.a, -^ '^+'' ..... 
— it~ ■ ' — S" ' 

d. h. das Recbtecli aus der ötreclte eines Hauptortes, welche durch die beiden andern begränzt 
wird, und aus dem Radius vom äussern Kreis des ürdreieclis ist so gross als das Rechteclt ans 
der zngebiirigen äussern Excentricität und der Summe der beiden nielit zugehörigen Seiten. 
Ic. Daher ist 



2S'U' = 2T'I' = S'H' + l'T' = S'T' + H'I' = 



t+b + c 
R 



also S'H' = T'l' 



a + b + c 



T'G' = F'R' = 



R'D' = E'S' = 



a+b + c 
2R 

« + ''+£ 
2R 
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li. h. das Rechteck aus derjenigeo Strecke eioes Hauptortes, welche durch einen zweiten and die 

EU keinem dieser heideu gehörige Dreiecksseite begrüuzt wird, und aus dem Durchmesser de» 
äussern Krcisos ist so gross als das Rechteck aus der dem ersten Orte zugehörigen Uusserrs 
Rxcentricitüt uod aus dem Umfange des Dreiecks. 

1. T'H' = S'I' = K'S' - H'l' = ^y^ ■ *'' - R-- "' 
2R 



TF'^R'G'^-^^^- 



R'E' ^ S'D' = ' ' 



21t 



d. h. das Rechteck aus einem der beiden Segmente eines Hauptortes, welche von seinen bestim- 
menden Punkten aus einzeln durch den einen und andern der beiden übrigen Hauptörter s« 
abgeschnitten werden, dass der abschneidende Ort zu derselben Dreiecksseite gehört, auf welcher 
der bestimmende Punkt liegt, von dem aus der Abschnitt gerechnet wird, nnd aus dem Durch- 
messer des äussern Kreises ist gleich dem Rechteck aus der mit dem erstem Ort zu einerlei 
Dreiecksseite gehörenden äussern Excentricität und aus dem üeherschiiss der beiden andern 
Dreiecksseiten über die so eben genannte. 

59. Zieht man in unserm Dreieck R'S'T' von R' aus eine Transversale durch A, R'AX, 
so wird, da fi"!i"' die Gerade ist, welche die Halbierungspunkte der beiden Seiten R'T' und 
R'S' verbindet, 

a. R'S in A halbiert; daher ist 

b. S'X = 2fi"'A = D'E und T'X = 2;i"A = F'G 
und eben so für die Transversale S'ßT 

T'Y = H'l und R'Y = DE' , so wie lur T'CZ 
HZ = FC und ZS' = HP 

d. h. zieht man in dem von den Hauptörtern gebildeten Dreieck die Ecktransversalen, durch 
welciie der Durch sc hnittsp unkt je zweier Hauptörter mit dem Durchschnittspunkt ihrer zugehörigen 
Seiten verbunden wird, so theilt jede die Gegenseite unseres Dreiecks in zwei Segmente, die 
den bestimmenden Strecken der Kebenörter der dritten Dreiecksseite gleich sind. 

Anmerk iiiig. Durcli diese drei EckiransveisaJen werden also in unserm Dreieck neben den besli mm enden 
Strecken dei: [laupiüiler aiicb die der sänimlliclien NtbenQrter zur Darstellung gebracht, so dass man sie fär alle neun 
äussern Eulfeniungsutler beisammen bat. 
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c. Aus dem, was so eben bewiesen worden, l'olgt, dass 

S'X : XT' = c : b, T'Y : YR' = a : c, R'Z : ZS' = b ■. :i, 
Biso S'X . T'Y . R'Z = T'X . R'Y . S'Z, ist; 

darum müssen, weil die Punkte X, Y, Z sämintltcb iiiif den Dreiöcksseheu nbUisI 

liegen, also alle drei Transversalen innerhalb des Dreiecks U'S'T' talleii, diese 

einen gemeinachaftliciicn Durchschuittspirnkt haben. 
A. Kiner bekannten Eigenschaft der Dreiecke zufolge ergiebt sich nun hieraus weiter, 

dass auch die Transversalen einen genieinschaftSichen Durchschnittspunkt haben 

müssen, welche man durch^die Punkte fi', i.i" , fu'" einzeln parallel mit R'X, 

S'Y, T'Z zieht, 
e. Diese drei eben genannten Transversalen seien /.i'a, ^'"ß-, !-'-"'y\ der Ualbienings- 

puukt von n"fi"' sei v. Es ist nun 

Aß = Xfi' = ^ (XT' — XS') = A/(" — Ä;<"' = 2Av 
also V auch der Hai bierungsp unkt von A«, also 

A,(("' = afi" , and eben so 
Bfi"' = ßft' 
C;(" = yn' 

d. h, die Funktenpaare Ä und a, B und ß, C und y haben einzeln auf den Seiten fi"i.i"', i.i"'/.i', 
fi'fi" des Dreiecks jj.'fi"ii"' eine solche Lage, dass der eine von dem einen Endpunkt derselben 
eilen so weit entfernt ist wie der andere vom zweiten, 

f. Da nun in jedem Dreieck aus einer Terniou in einem Punkte sich schneidender 
Ecktransvorsalen eine neue von derselben Oeschafteuheit dadurch gewonnen werden 
kann, dass die Segmente jeder Seite unter einander vertauscht werden, dies aber 
in unserm Dreieck [.i'j.t"ft"' offenbar geschieht, wenn A mit ß, B mit ß, C mit y 
vertauscht wird, so haben also auch die Ecktransversalen fi'A., f("B und ^('"C eiueu 
gemein scbaftlichen Durchs chnittspunkt. 

g. Da es nun eine gleichfalls bekannte Eigenschaft dreier in Einem Punkte sich 
schneidender Ecktransversalen ist, dass das senkrechte Parallelepipedon aus drei 
von den durch sie gebildeten Seitensegmenten, welche keinen Endpunkt gemeinsam 
haben, so gross ist als das senkrechte Prisma, welches das durch die Fusspunkte 
der Transversalen bestimmte Dreieck zur Grundfläche und den Durchmesser vom 
äussern Kreis des Urdreiecks zur Höhe hat, so ist offenbar Dreieck aiiy gleich- 
ilächig mit dem üidreiecU. 
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h. Da iiuu aber die Dreiecke R'S'T' und fi'fi"/.i"' einancter ähnlich uüd die Etktraiis- 
vei'salen R'X etc. ia dem einen genau so wie fi'a etc, in dem andern d. h. so 
gezogen sind, dass durch je zwei sich entsprechende die Gegenseiten von zwei 
entsprechenden Endpunkten aus nach demselben Verhältniss getheilt werden, nlsu 

XS' u"a , 

so müssen offenbar die beiden Fusspunktdreiecke 5YZ und aßy dieselbe Beiiehimg 
zu einander haben wie die Dreiecke R'S'T' und fi'fi"fi"', denen die Transversalen 
angehören, selber; es muss also Dreieck X¥Z viermal so gross als Dreieck aßf, 
und darum muss auch 

AXYZ = 4A 

d. h. das Fusspunktdreieck unserer Ecktransversalen R'X, S'T, T'Z ist viermal so gross als 

das Vrdreieck. 

i. Zieht man die Ecktransversale R'ßX', so ist, weil rA = va, auch /.i'X = /i'X', 
also T'X' = S'X, und eben so ist für die beiden andern Transversale S'^Y und 
T'yZ', T'Y' = R'Y, S'Z' = R'Z; daher haben diese drei Transversalen nicht 
nur einen gemeinsamen Durchschnittspunkt, sondern auch ein Fusspunktdreieck 
X'Y'Z', welches dem Dreieck XYZ gleicbflächig, mithin auch das Vierfache vom 
Urdreieck ABC. 
k. Allein das Dreieck X'Y'Z' ist auch dem Urdreieck ähnlich, weil die eimelnen 
Seitenpaare beider einander parallel sind. So ist X'Y'jj ABj denn 



a + b + c 



T'X' = S'X = g ■ e' , T'Y'' = R'Y = -„- . e" , T'I' 

a + b + c 



T'G' = - 



211 ■ - . — 

T'X' : T'Y' = e' ; e" = TT : T'G', 



also X'Y' II I'G' und so fiir die beiden andern Seitenpaare. 
1. Also ist jede Seite des Dreiecks X'Y'Z' doppelt so gross als die entsprechende 
Seite des Urdreiecksj daher X'Y' = 2 AB, Y'Z' = 2BC, Z'X' = 2 CA. 

leikung. Diesen lelzlern SaU kann man Auch nocli anC folgende 



und äliiillch für die Iieiden andern Seilen. 


B ■ 




a + b + c 
2B 


■'• 



(a + b + c) = 2c ; 
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60. Nach dem, was bereits im Eiagauge (4) erwiesen worden, ist das Dreieck R'S'T. 
und mit iiim natürlich auch jit'/t'V" ähnlich dem Fusspuukt-Dreieck der innern Winkelhalbierenden. 

Da nun dieses letztere dem ürdreieck cinheschrieben, ft'i.i"fi"' dagegen ihm unbesclu-ieben 
und zwar so, dass seine Seiten einzeln denen des ciubeschriebenen parallel sind, so ist, einem 
bekannten Lehrsatz aus der Dreieckslehre zufolge, das Ürdreieck die mittlere Proportionaifläche 
zwischen beiden Dreiecken. Bezeichnet nun t den Inhalt des Fusspunktdreiccks, su ist 

a, A/'7'">""' • t = A^s also 
AR'S'T' . L = (2A)^ 

d. b. zwischen unserm Dreieck R'S'T' und dem Fusspunktdreieck der Innern Winkelhalbierenden 

ist das doppelte ürdreieck die mittlere Proportionalfläche. 

b. Wie bekannt, ist nun 

l = ■ ; ■ ; j -:- ; 1 r-rr—, T'^'^; alsO mUSS 

(a+l») (a+c) (b+c) 

A R'S'T' = ^l±-^i^+^'J*-+^' . 2A 
abc 

seia; d. h. das von den drei Haaptörtem gebildete Dreieck schliesst den doppelten Inhalt des 
IJrdrciecks so oft in sich, so vielmal das senkrechte Parallelepipedon aus den Summoa Je zweier 
Seiten des Urdreiecks das aus den einfachen Seiten gebildete in sieb schliesst. 

c. Weil 

^-+-!^^^^^£^^^ = + 1)0 + 1)0 + 1) 

= (a + b + c) J^-^- -t- -|^ -f — J — 1 , so ist 

AR'S'T'= Ta + b + c) (^ + ^- + -^-) - ll 2A, 

und darum auch 

AR'S'T' + 2A = (a + b + c) (2^ + 2 A ^ 2Aj 

= (a + b + c) (h' + h" + li"') 

i. h. dos aus dm drei HaupiÜrtern gebildele Dreieck ist um das /Meifache des Vrdreieeks 
kleiner als das Rechteck aus dem Umfange und aus der Hökensumme des Urdreiecks. 
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d. Da einer bekannten Eigeiiscliaft der Dreiecke zufolge 

2'^ 1 

abc ^ 4R , ^, also — r— ^ 77-^" j 
' abc 2K 

SU folgt aus (b) unmittelbitr, dass 

A n,s.T- - (a + M (a + c) (b + c> 



2H 
2R . AH'S'T' = (a + b) (a + c) (b + c) 

i. h. (las Prisma, welches (Ins aus den HaiiptÖrtern gebildete Dreieck zur Grundiliiclie und deu 
Durchmesser vom äussern Kreis des Urdreieeks lur Höhe hat, ist von gleichem luhalt mit dem 
seDkrechten Parallelepipedon aus deu Summen je zweier Seiten des IJrdreiccks. 

e. Zieht man in unserm Dreieck R'S'T' eine Seitenhalbierende Ecktransversale z. B. 
R'/t' und bezeichnet die Punkte, in denen sie von den Nebcnörtern H'I und HI' geschnitten wird 
durch U und V, so ist 

R'U -= ^ . Ry, RT = IJ- ■ it'>"S 
i'/t' S7t' 

also, weil, wie wir wissen, 

T'H' = ST, T'n' = SVt', ist R L = R'V 

Es fallen also die Punkte U und V zusammen, es schneiden mithin diese beiden 
Nebenorter R'/f' in einerlei Punkt, und ähnlich ist es für die beiden andern 
Seitenhalbierenden S'^i" und T'i-i'" ; also 

schneiden sich je zwei solche Nebenorter, welche durch Abschneiden derselben 
Dreiecksseite entstehen, auf derjenigen Seitenhalbierenden Eck transversale des 
Dreiecks R'S'T', welche von dem Durchschnittspunkt ihrer beiden HauptÜrter 
ausläuft. 
61. Wir wenden uns nun zu den von den Nebenörtern gebildeten Dreiecken. 
Wir nennen (Fig. 6) das von den zweiten äussern Entfernungsortern gebildete Dreieck 
R"S"T", das von den dritten gebildete R"'S"'T"'. 

«. Zuviirderst ist leicht zu sehen, dass wegen des Parallelismus je dreier zu einerlei 
Dreiecksseite gehöriger äusserer Entfernungsörter die beiden genannten Dreiecke 
nicht nur unter sich sondern auch dem von den Hanptürtcrn gebildeten ähnlich sind, 
b. Unsere beiden von den Nebenörtern einerlei Ciasse gebildeten Dreiecke stehen 
aber in einer noch engern Beziehung zu einander. Denn aus dem , was wir 
bereits erwiesen haben, folgt, dass 
FR' _ a + b + c 



T'R' 2 (a + c) 



und 
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E'E' _ a + l — c 

a + b + c b + c , _ a + b + c h + c 
' ~ I- c) • R ■ ' - 2n "- ■ a -Tc 

,„,, f.T" — T'n — '''^' T'S' _« + t — c ' + " .. _ '+>"-' b + c 



also T"m = F'm - F'T' 



_ f ' + l> + < : _ a + b — c '» b + c 
~V_a + c' a+b/'2R' 

__ b (a + b ) + c (a + c) b+ c 
(a + b) (a + c) • 2R ■ 



Es ist ferner 

R'D' a+b + c b + c , 

''° = R«'-*'^ 2H — -r+T-' 

D'S- = S'p = -g^ . S'T' = ^j5 . j^pj , C , also 

c... n. n.s... ra + b + c a — b+c^ b + c 

— c (« + ') + b (a + b ) b + c , 
(a + b) (a+c) • 2R • "' 

mitbin T"m =a S"'n, und darnm auch, weil T"'ii = H'T' =^ I'S' = S"in, 
T"S" = T"S"' 

also, da i» unsera Uhnlicben Dreiecken R"S"T" und R"'S"'T"' ein Paar ent- 
sprecbender Seiten von gleicher Grösse, so 
sind die beiden Dreiecke^ von denen das eine durch die zweiten, das andere durch die drillen 
äussern Enlfernungsöner geiildet wird, conQruent, 

c. Daher Sinti die drei Geraden R"R"', S"S"', T"T"' jiarallel und tßeich. 

d. Verlängert man eine der eben genannten Geraden z. B. X"T"' bis sie R'S' oder 
deren Verlängerung in ß schneidet, so ist, weil E'T" [1 yT'", 



K'/«=T,fv,7d-,J,>r7i- W 



E'T" . yE' 
" yT"' — E'T" 
Nun ist aber 

E'T" = E'o ■" T"o = ~ 
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;E' = S'y - S'E' = |?', . S* 



- 


a+ b+ c 
2K 


a+c 
a + b' 


e" — 


n-b + c 
2R ■ 




l(b + a) + . 


C{C + B) 


e" 






a + l 




■ aK 




S'E' 


2K 


a+b 
•b + c 


. e"' — 


a+b + c 
211 




a—c a+b+c 


,e- 






b + c- 


2K 





jT'" 



( a + b + 6 a+ b — c^ a + c 
b+c ■i+h~J ~2W ' 

_ a(b + a) + c(b + c) a + e 
- (a+b) (b+c) • 2R ■ " 



_ [a(b + a) + c(b + c)](a+c)-[b(b + a) + c(c + a)] (b + c) c^ 
- (a+b) (b + c) -2« 

_ (a' — b')(»+b + c) e^ 
(a + b) (b + c) '2« 

_ (a-h) (a + b + c) _e'^ 
b+c ■ 2R • 

Substituiert man diese für E'T" , yE' und yT"' gefundeneu Wertbe in die Glei- 
chung (A), so ergiebt sich 

E.,=iyy:|±;^(.„c),g 

Betrachtet man ferner die Gerade Eüa a,ls Trausveraale des Dreiecks CD'(i', 
so isl: 

E'a . CE = D'a . CD; also 

(E'D' + D'a) (b — c) = Da' (u — c) , und hieraus 

D'a = ~ . D'E' = - — -r . n ■ e'", also 

a — b a — b R 
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FJß _ b(b + a) + c(c + it 
E'tt 2(a+b)c 



SU Ist iiucii 



E'T" _ b(b + a) + e fc+a) E^ _ E'T" 

E^D 2(a+b)c ' ''""* E'« fi'D ' 

folglich ist EDct II T"'T"/5, und wir gelangen so zu dem itemerkeiiswertberi Satz: 
Die drei Geraden, welche je zwei entsprechende Ecken der beiden congruenten Dreiecke 
verbinden, die einsein aus den zweiten und aus den dritten äussern EntfemungsÖrtern 
gebildet werden, sind nicht nur unter sich sondern auch den innem Enlferntmgsörtern 
parallel. 
62. Wegen des ParaUelismus je zweier entsprecbender Seiten der ähuÜcben Dreiecke 
R'S'T' und |R"S"T" müssen, einem bekannten Elementarsatz zufolge, die drei Geraden K'R", 
S'S" und T'T" einen gomeiusamen Dnrclisciinitls[inttkt haben. Dasselbe gilt uns demselben 
Grande von den drei Geraden B'll'", S'S'" und T'T'". Der erstere dieser beiden Punkte heisse 
P (Fig. 6) der andere Q. Es ist nun aber offenbar 



mithin ist in dem Dreieck PQR' nothwendig 

P«|(R"'R", 
also, da, wie wir bereits bewiesen, R"R'" || ED«, 

muss auch PQ || ED« sein; 

d. h. unsere gemeinsamen BurchschniHspunkte P und U hohen stets eine solche Lage, 
dass die durch sie bestimmte Gerade den innem Enifernungsörlem parallel ist. 
63. Die Dreiecke R"S"T" und R"'S"'T"' sind unter den von den äussern Eutfeniungs'- 
örtern gebildeten nicht die einzigen, -welche congruent sind, sondern sie theilen diese Eigenschaft 
mit mehreren audern. 
So ist: 

a + b + c 



AS'H'y m AT'Pt, weil S'H' = T'I' =- 
AF'R'mM ^G'T'p, weil F'R' = G'T' = 



2R 



. + b + c 
2R 
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c. AÜ'H'n ^ AE'S'o, weil D'R' = E'S' = -^^^^^ ■ C" 

d. AF'S"t ^ AII'H'"1> S= Avmy, weil F'S" = H'p = vi» 

a+c ■ 2R 

e. AE'T"m 5a.AG'S"'n ^AoH, weil T"ra = S'"n = oji 

= l'(a+b )+c(a+c) b+c , 
(ii+b) (a+c> ■ 2R • *" 

i". Af>'T"'y ^ Al'R"o ^Anrt, weil D'T'" = I'o = nr 

— aCi+aj+cCb+ c) e^ 
a+b ■ 2K 

Aiitncrkung. Die Aelinlicbkell aller und die Congiuenz mehrerer det von den »tissero Eiitfeinuilgsorleiii 
g«bild«len DielceKe eiilliallen den Gruiid zu einer gcüssereii ZaLi neuer Bezleliuugen, die wir aber, irsU des Inleiesses, 
welches einzelne gHwUliien , aus Mangel au Baum übergeben müssen und sie nur der AufmerksBmHell unserer Leser 
zu eigner weilerer Verfolgung empfehle» können. 

65. Was die Wintel belrifTt, unter denen sich je zwei solcbe äussere Oerter, welche 
nicht parallel sind, einander schneideu, so müssen, dieselben übereinstimmen mit denjenigen, welche 
die äussern ExcentricUäten des Urdreiecks unter sich im Mittelpunkt des äussern Kreises bilden, 
weil diese Geraden, wie wir bereits aus (55) wissen, auf unsern Oertern senkrecht stehen. Um 
daher jene näher kennen au lernen, wollen wir die Grösse dieser näher lu bestimmen suchen. 
Zu dem Endo sei in der Mittelpunkt des Üusseru Kreises und haben i' und i" dieselbe Bedeutung 
för die zu den Seiten a und b gehörenden äussern Berübrungskreise. Weil nun, bekannten 
Eigenschaften der Dreiecke zufolge, 

= e'^ = R^ + 2Rr', i^" =: e"= = R^ + aitr", 
und r = m sin ^ cos „ ^^^ ö"' '' ^ '^'*^ 2" ^'" 'W '^''^ 9 ' ^"^ 

\^-- _ e'^ — e"» 8R2 cos" ^ _ R^ — R (r' + r") 



= 1 + 2cos Ü 
e' e" 
R ■ R 
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4T_ 

also, wenn wir 180" — i'mi" = ip setzen, 
I / -l + 2 ces C ~\' 
V R • R J ' 



e'2 e"- 
F ■ R" 



R^ ■ Tr 
(^1+8 sin ^ cos -^ cos ^J (^1+8 cos ^ sin ^ cos ^ J — (1 + 2 cos C)- 



R' ■ R" 

-2 «»> 2-"'"¥ 



R^" * R» 



lo siD- -^ cos=' ;;- + d4 Sin n- sm ^ cos ^ cos ^r- cos- ;i- 



e „ C /-,,,,,„,,.. A . B A B^ 

B cos^ -^ I cos^ ^ (A + ») + i sin -5- sm s- c«s -s- cos -g- I 

e'- e"^ 



16 


cos' 


' 2- • "•- i 


(A- 


~B) 




4 


sin 


e'i e"2 
S (A + B) cos i 


(A- 


B) 



R • R 

2 (sin A + sin B) 
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Weil nun, wie schon bemerkt, <f =^ R'S'T', so ist 



sin R'T'S' = ^' ■■ ; ,, , und iii üiinUcliei' Weise: 



sin R'S'T' = 
sin S'K'T' = 



(a + c) R 

e' . e'" 

(L + c) R 



65. Beieiciiiiet D den Durclimesser des Kreises um das Dreiecli R'S'T', so ist 



ü = 



b + c , 

S'T' K • *^ c' . e" 



sin S'R'T' ~ (b+OR ~ K'^ 



also D . R2 = e' . e" . e'" 

d. li. der Kreis, der sich um das von den drei llauptürteru gebildete Dreieck beschreiben lässt, 
ist von solciier Grösse, dass das durch seinen Durchmesser und das Quadrat vom Radius des 
äussern Kreises vom Urdreieck bestimmte senkreckte Parallelepipedon von gleichem Inhalt ist mit 
dem durch die drei äussern Exe en tri ci täten bestimmten Parallelepijiedon. 

Zus. Unmittelbar aus dem vorstehenden Satz ergiebt sich auch die Beziehung 

" = TT ■ Tl ■ TT • "■ 

Anpierknng. Aas diesem für D gefundenen Werthe lassen sich nnn ohne Scliwierigkeil auRli U'erllie für 
die UurcbmeKser der ituaseru Kreise herleiten, welche zu den übrigen von den iiuasern Entfernungsürlern gehlldelen 
Dieleclten geMren, da bei der Aehnlichheil aUei dieser Ureiecice Je zwei selche Dutuhmesser dasselbe Verhällniss zu 
einander haben, wie ein Paar enlsprechender Selten der zugehörigen Drelecfie. 

66. Wir wenden uns zur Betrachtung der einfachen Vierecke, welche von einem Ent- 
fernungsort, seiner zugehörigen Dreiecksseite und den zwischen beiden enthaltenen Segmenten 
der beiden andern Seiten gebildet werden. Jedes derselben kann betrachtet -werden als das 
Aggregat zweier Dreiecke, von denen das eine das Urdreieck selbst und das andere von dem 
Enli'ernungsort mit den beiden nicht zugehörigen Dreiecksseiten gebildet wird. Diese Aggregate 
sind Unterschiede in allen den Fällen, wo die den Entfernungsort bestimmenden Punkte, wenn 
sie durch gleichmassiges, d, h. beidemal nach aussen oder beidemal nach innen hin vorgenommenes 
Abschneiden entstanden sind, auch Gleichmässigkeit in ihrer Lage zeigen, d. h. beide zugleich 
entweder auf den Seiten, denen sie angehören, selbst oder beide auf deren Verlängerungen liegen, 
und eben so bei ungleichmasslgem Abschneiden Ungleichmassigkeit der I-jage; eine Summe 
dagegen ist das Aggregat überall da, wo der entgegengesetzte Fall eintritt. Den Inhalt eines 
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solchen Aggregates nun bezeichnen wir In den FäUen, wo der zur Anwendung gekommene Eni- 
ternungsort der Seite a zugehört, durch F', 'F, ,F, F, je nachdem dieser Ort der erste, oder 
zweite, oder dritte äussere, oder endlich der innere Ort dieser Seite ist; ähnliche Bedeutung haben 
für die Seiten b und c die Symbole F", F'" etc. 

a. Unmittelbar aus dem, was bereits früher (7) nachgewiesen, folgt, dass 

2F' = (a + h + c) a sin A, 2F" = (a + b + c) b sin B, 2F'" = (a+b + b) c sin C 
= (sinÄ-|-sinB+sinC)a2, 2F" = (sin A+sinB+sinC)b% 2F'" = (sinA+sinB+sinC)c^ 

b. Daher F' : F" : F'" = a" : b^ : c^ 

d. h. die Flädienräume der drei Vierecke, welche von je einem Hauptort nnd den Seiten des 
Urdreiecks gebildet werden, verhalten sich wie die Quadrate der den Oertern zugebürigen Seiten. 

c. F' + F" + F"' = ^ (a+b + c) (asin A + bsinB + csinC) 
= (a + b + c) R (sin^ A + sin= B + sin' C) 
= (a + b + c) (2R+?), 
da nach einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke 



2R + q 

R, 



sin^ A + sini' B + sin' C = 

ist, wenn § den Radius des iiinern Berühmngskreises vom Hühenfusspnnktdreleck 

bezeichnet. 

Also die drei von je einem'; Hanptort und den Dreiecksseiten gebildeten Vierecke sind 

zusammen so gross als ein Reckteck aus dem Umfange des Urdreiecks und dem um den Radius 

des Innern Berührungskreises vom Höhe nfusspunktdre Leck, vermehrten Durchmesser seines äussern 

Kreises. 

d. Aus den bereits früher (7) entwickelten Ausdrücken ergiebt sich ferner: 
2 F' = (a + b + c) a sin A 

^= ( — a + b + c) . a sin A -f- (a — b + c) a sin A + (a + b — c) a sin A 
= 2F, + 2"'F + 2„F, oder 
F' = '"F + „F + F, , und in ähnlicher Weise 
F" = 'P + ,„F + F„ 
F'" = "F + ,P + F"' 
d, h. von den einfachen Vierecken, welche von den einzelnen Entfernnngsörtern mit den Dreiecks- 
seiten gebildet werden, ist jedes zu einem Hauptort gehörige so gross als drei zu NichtbauptÖttera 
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und zwar sind diese drei Oerter der ionere, welcher mit dem in Rede 

stehende» Hauptort zu einerlei Dreieclis Seite gehört, der erste Nebenort von deren Vorgäugerin 
und der zweite ihrer Nachfolgerin. 
e. Es ist: 

-F + ,,F -t- F„, = I (a+b — c) (a sin A + h sin B + c . sin C) 
= R . (a + b — c) [sin^- A + sin^ B + sin^- C) 
=^ (a + b — -c) (2R + q), und in älinlicher Weise 

"F + ,„F + F, = (-a-i-b + c) (2R + e) 

'"F + ,F + F„ = (a — b + c) (2R + 

d. h. nimmt man für die Dniech-^seittn m einei ihrer geordneten Folgen cmzth den eisien 
Ncbenovt, den zweiten und den mnttn Oit, so ist die feummc der zu diesen gth rig n tinUchen 
Vierecke so gross als das RcühtLck, lus dem üebei-^chiibs der Summe von den beiden den Neben 
Örteru zugehörigen Dreiecks selten ubei die dritte und -lus dem um den Radius des mnernlireises 
des Höhenfusspuiiktdreiecks veimi-hiten Durchmesser des lussein Kreisea vom Lidreieck 

f. Zieht man in einem unstier zwult einftchen \ lerecke das ihm noch fehlende dtilte 
Paar zugeordnete! feeiten, so sind dieselben, wi<. min sich oUul '^cliwieiigkeit 
überzeugt, mit zwei ^on den sechs \^inkclbilbieionden des Utdieiecks pinllel, 
und zwar in dei \\eise, dass teile ziiglcidi zwei innein, oder zwli aussein oder 
die eine einei innein die indcie einer aussein "V\inkelhilbiei enden parillel ist, jl 
nachdem das ^ leicck zu einem dei Hiuptoiter, odei zu einem dei inncm Oeiter 
oder zu einem der Nebenoiter gebort 

g. Für die drei zu diu Hiuptortern gehörigen einfachen Vierecke, also fui F , F F 
bilden die DurchhcSinittspunkte u ß, y (Fig 7} dir in Rede stehenden dnllen 
Seiteupaare die Spitzen eines Oieiecks, welches dem Urdreieck congiaent ist 

Denn B;' und C i sind nicht nur panllel sonlem incli \on gkichui Gusse, da 
sie beide gleich dem obern Absihnitt dir von A tusgehenden innern ttinkel 
halbierenden sind, also, da B/ ^ C;?, auch tj [\- CB, und in diinlicher U eist 
ay ^. AC, ci W AB, also L.aß^ ^ ijABC 
h, Daher haben die durch die Punkte «, f, j bestimmten Eektnus ersilen des 
Dreiecks ABC einen gcmemsch iftUchen Ditchsihnittspunkt, di je zwei dei diei 
Geraden Äa, B/3, Cy als Diagonalen eines Parallelogramms sich gegenseitig 
halbieren, also je zwei durch den Halbierangspunkt der dritten gehen, 
i. Darum ist dio Qaadratsumme der Geraden Aß, Bß, Cy so gross als die Quadrat- 
summc der Seiten des ürdreiecks vermehrt um die Quadratsnmnic der obern Abschnitte 
seiner innern Winkelhatbiercadcn, 



y Google 



k. Isl der Mittelpunkt des iiinern Kreises vom Urdceieck , so haben and a als 
Gegenecken eines Parallelogramms gleiche Entfernung von dessen Digouale BC; 
dasselbe gilt von und ß in Beziehang auf CA, und von und y für AB. 
d. h. die Punkte «, ß, y sind einzeln von den zugehörigen Seiten des Urdreiecks gleich weit 
entfernt und zwar um den Radius seines innern BerührungsUreises. 

1, Zieht man also durch unsere Punkte et, ß, y Gerade, welche einzeln parallel sind 
den Seiten a, h, c des Urdreiecks, so sind die Seiten des dadurch entstandenen 
Dreiecks QRS gleicli weit entfernt von den .ihnen parallelen Seiten des Urdreiecks 
und darum auch gleichweit entfernt von 0; und zwar heliagt die letztere Ent- 
fernung das doppelte der erstem; mithin sind die inntm Beiubrungskreise beider 
Dreiecke c onceu Irisch , der eine viermal so gross als der andere, nnd darum auch 
Dreieck URS bei seiner Aehnliciikeit mit dem Urdreieck das Vierfache des letztem, 
und daher jede seiner Seiten das Doppelte von der entsprechenden Seite des 
Urdreiecks. 

m. Leicht folgt hieraus, das Q und Ä, R und B, S und C mit in gerader Linie 
liegen; nnd zwar die Spitze des Urdreiecks mitten zwischen den beiden andern 
Paukten. 

n. Weil als Gegenseiten in Parallelogrammen Ra ^ BC ^ «S etc. so sind unsre 
Punkte a, ß, y die Halbierungspunkte der Seiten des Dreiecks QRS, 

0. Die aus a, ß, y auf BC, CA, AB gefällten Senkrechten haben also einen gemein- 
samen Durchschnittspunkt — den Mittelpunkt des äussern Kreises vom Dreieck QHS. 

p. Aber eben diese Senkrechten geben auch einzeln durch die Mittelpunkte der äussern 
Berülirungskreise des Urdreiecks. Denn weil BOCa ein Parallelogramm, so schneiden 
zwei Senkrechte von und a auf BC die eine von B aus ein eben so grosses 
Segment ab als die andere von C aus, und darum muss, einem bekannten Ele- 
inentarsatz zufolge, weil die eine Senkrechte durch geht, die andere durch 0' 
den Mittelpunkt des zu BC gehörigen äussern Beriihrungskrcises gehen. 

q. Die Mittelpunkte M und N der äussern Kreise der Dreiecke ABC und QRS liegen 
mit in gerader Linie und zwar so, dass MO = MN. 

Denn nach bekannter Eigenschaft der Dreiecke ist: NRS =:Q — QO^^A — 90* 
= MöC 3 also , da US ]] BC , auch RN || BM , nnd darum müssen , weil so wohl 
RO = 2Bi), als auch RN' = 2BM, die Punkte 0, Bl, N dergestalt in gerader 
Linie liegen, dass M der Halbicrungspunkt von NO. 

r. Die Spitzen unsres Dreiecks QRS bilden die Mittelpunkte der inneru Berührunga- 
kreise für die Dreiecke AE'G', BD'I' und CF'H', weil, wie bereits bewiesen, 
für das mit ABC cougiuente Dreieck ÄE'G', AQ Winkelhalbierende und zwar 
AQ = AD etc. 
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s, Daher liegen sowohl G' und Q als I' and R mit 0'", dem Mittelpunkt des im- 
Seite c gehüng;en iiHSsern Berührungskreises, in gerader Linie, da ja, wie leicht 
zusehen, 0'" zugleich Mittelpunkt des zur Seite AE' gehürigen äussern Ber'ühnings- 
kreises des Dreiecks AG'E' ist und es sich ähnlich mit Dreieck BDT verhält. 
t. Das Dreieck 0"'G'I' ist, -weil von den Winkeln bei G' und I' jeder die Hilli'te 
von C ist, glcichschenkelig, mithin wird der Winkel au der Spitze 0'" durch die 
auE der Grundlinie senkrechte NyO'" halbiert, und darum NO'"R = | (A 4- Bj. 
Es ist ferner 

NRO'" = Nils + SRÜ + QRO'" =4 — 90" + B + ^ = ^ (A +B) , 

also Dreieck NRO'" gleichschenkeüg, und muss daher die Peripherie des um QRS 
beschriebenen Kreises zugleich auch durch die Mittelpunkte der drei äussern 
Beriihrungskreise des ürdreiecks gehen, 
u. Verlängert man die Geraden Ä«, B,^, Cy bis zum Durchschnitt mit den Ikupt- 
örtern in den Punkten m, n, p, so ist, weil il'm , AC . BP = Pm . H'C . AB, 

H'm : Pm = c : b und in ähnlicher Weise 



D'p : E'p = b : a 

d. h, die Transversalen Am, Bn, Cp theilen die zwischen ihren bestimmenden Punkten enthalteneu 
Strecken der Hauptörter in Segmente, die sich umgekehrt wie diejenigen Urdi-eiecksseiten ver- 
halten, an deren Verlängerungen sie anliegen. 
V. Daher ist 

,. b e' „, c e' 

l'm =^ r—; — . rt- ■ a, H'm = , , ■ . „" ■ ^ 

und ähnliche Ausdrücke findet man für F'n, G'n etc. 
vr. Nach einer bekannten Eigenschaft geradliniger Dreiecke ist, wenn man drei Eck- 
transversalen zieht, die einen gemeinschaftlichen Durchchnittspunkt haben, das 
dreiseitige Prisma, welches das durch die Fusspunkte der Transversalen bestimmte 
Dreieck zur Grundfläche und den Durchmesser des Ürdreiecks zur Höhe hat, von 
gleichem Inhalt mit dem senkrechten Parallelcpijiednn aus drei solchen durch die 
Transversalen gebildeten Seitensegmenten, welche keinen gemeinschaftlichen End- 
punkt haben ; demgemäss ist für das Dreieck AH'P, das zum Radius seines äussern 
Kreises e' hat (56), 
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2 e' . A BCrn = U'm . AC . BI' 

__ ahc e' 

~ V+l ■ R ■ *' 

iiini (lariim, weit, wie bekanüt, abc = 4R . A, 

(b -^ c) . A BCra = 2 a . A, unil eben so 

(a + c) A ACn = 2 b . A 

(a + b) A ABp = 2 c . A 

X. Daher verhalten sich die zur gemeinsamen Grundlinie BC der Dreiecke BCm und 
BCÄ gehörigen Höhen, wie 2 a ; h + c; und eben dieses Verhältniss haben die 
Segmente, in welche mA durch BC getbeilt wird, 
d. h. unsere Transversalen Am, Bn, C[» werden einzeln durcii die Seiten des ürdreicckK, vun 
deren Gegenecken sie auslaufen, so gelheüt, dass das ausserhalb des Urdreiecks liegende Segment 
ZB dem innerhalb liegenden sich verhalt w^ie das Zweifache der theilendcn Seite zur Summe der 
beiden andern. 

67. Aber nicht blos die dritten zugeordneten Seitenpaare unserer einfachen Vierecke sind 
den Winkelhalbierenden des Urdreiecks parallel, sondern eben diese Eigenschaft haben auch die- 
jenigen Geraden, weiche man dadurch erhält, dass man in jedem unserer Vierecke, den llalhie- 
rungspimkt derjenigen Seite, welcbe durch den Entferuungsort selbst gebildet wird, mit dem 
Haibierungspunkt ihrer zugeordneten verbindet. 

Denn wenn L und M (Fig. 8) die llalbierungspunkte der Seiten Hi' und BC nuseres 
Vierecks F' sind, und man die die diese beiden Punkte verbindende Gerade verlängert bis zum 
Durchschnitt mit den beiden andern Dreiecks selten in N und 0, so ist einer schon wiederholt zur 
Anwendung gekommenen Eigenschaft der Dreiecke zufolge; 



AN , 


, I'O = 


AO . 


H'N (1) 


AN 


. EO = 


AO . 


CN (2) 


I'O 




IM 




BO 


"" ~ 


CN 


~ ' 


BI' 


CH' 






BÖ 


- ÜN 


' 





das ist 

also weil BI' = CH', auch BO = CN, und darum auch wegen (2'i 

AN = AO 

Aninevkung I. Ganz äbnlivh sind die Beweise für die Cibrigeu Falle und bedürfen daber lieiner wei 
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\iimLikuiig 2 E'i isl leichl ia sehen dasa in unseim Bei 
^ H ( und IB geride die Lange ^oii BC Hondern Mab dara if 
, innl liloraus den nulzllclien und h ther /u vi enie bearWeltn I «hrsau \ erL^noei 
r dk diille hinaus um belieb ge ahei gleich gro!>ae Mrecktn uiiI tetliintlet der 

nlen und der d lllen beitt. bestiniml uird pBidllel der den Gegen 

Zus fcind P und Q die Ilalbiernngspunkte loti tl' und Uli , &o bilden, nach einei 
bckaunteu FigCDSchaft dei \iei£.ckc, die Punkte P, M, Q, C, die Etken eines Parallel Ua^ianims 
und zwar m unserem Falle, ^o BI = CR', eines Rhumbuh PQ slefit diso senkrecht diit LM, 
und ist mithin paiallel der zur Ecke A gehuiigen dussern AS mkelhalbierenden 

4niiieikuii^ 3 Macl 1 man il~u unsere /nolf emraclien Vierecke diSuiLh dais min äi-> drille zufteorlnele 
Selleuiianr zieht vn vulUlindigen so laSEan ^kti In jedem derselben nicht eine aondern iinei Gerade ^un der in dem 
HauplKal7e näher be/elclinelen Bescbairenhi.it erhallen es gtebl also jius'lninien 24 durch die llnlbierungipunhle :iuge 
otdneltr seltcnp^are bcsllmmle Gerade von denen jede einer der seLlis AMnkel halbier enden des llrdreiechis parallel isl 

68 Die zuletzt erwthnten Geraden hiben manche bemeiken'iwatbi, Ligeu&chdften, lou 
denen wir einige angeben wollen 
a. Da, wie wir wissen, 

AO == AN, und BO = CN, so ist 
b — AO = c + AO, also 
AO = -i i,b — c) 
BO = • (b — c) + c = ^ (b + c) = CN 

d. h. zieht man durch den Halbierungspuiikt einer Dreiecksseite eine Gerade parallel mit der 
zur Gegcnecko gehürenden innern Winheihalbierenden , so werden durch dieselbe auf den beiden 
andern Seiten sowohl \on ihrem gemeinsamen Endpunkt als von den beiden nicht gemeinsamen 
Endpunkten aus gleicbe Stücken abgeschnitten , und zwar sind die ersteren gleich dem halben 
Unterschied, die letzteren gleich der halben Summe der beiden andern Seiten. 
b. Es ist (Fig. 8) 



und in ähnlicher Weise 



MN == f EE = 



BSO = I CG = b . cos-^- 



d. h. zieht man durch den Halbierungspunkt einer Dreiecksseite eiuo Gerade parallel mit der 
innern "Winkelhalbierenden der Gegenecke, so ist die Strecke derselben, welche durch eine zweite 
Dreiecksseite begränzt wird so gross als die Orthogonalprojection der dritten Seite auf die 
genannte Winkelhalbierende. 
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Demgemäss ist für das Dreieck AH'l' 




LN = AI' CO! ^ = (a + c) cos ^ , 


mithin 


LM = (a + c) cos 1 — c . cos |i = 


A 

a cos -^ 



d. h. hat ei» Viereck dfci gleiche Seiten, so ist die Orthogonalprojection jeder iler tieidcü 
gieiciieu Gegenscitea auf die ihren Winkel Hitlhlereiide so gross als die Gerade, welche die 
Halbierungspunkte des andern Gegeuseitenpaares verbindet. 

d. Das aus den Geraden LM, MO, MN beschriebene Dreieck ist also dem L'rdreicck 
ähnlich, und zwar ist, wenn L seinen Inhalt bezeichnet, 

t' = cos^|; A 

e. Haben t" und V" für den zweiten und driten Hauptort dieselbe Bedeutung, 
welche l' für den ersten hat, so ist 

t' + t" + {'" = (cos- ^ + cos^— + cos^ 7,-1 A 

r + 4R A , 

= ^R— •^' also 

2Jt (f + i" + l'") = (r' + r" + r"') A . (Ä. S. 798 Zus ) 

f. Die Radien der äussern Kreise unserer Dreiecke t', t", \!" haben die Wertlie 
„ A „ B „ C 

K cos 7j- j K . cos 3- , Jl cos Tj- 

sind also viermal so klein als die Entfernungen je zweier Mittelpunkte der äussern 
Berührungskreise des ürdreiecks (A. S. 636), 
g. Nach einer bekannten und in der Abhandlung über die inncrn EntfernungsÖrter 
(57, Änm. 1) näher erörterten Eigenschaft der Dreiecke haben in unsern Yierccken 
F', F", F'" die drei Geraden, welche einzeln die Halbierungspunkte des Entfcr- 
nungsorfes und der zugehörigen Dreiecksseite verbinden, als den iunern Winkel- 
halbierenden des ürdreiecks parallel, eben so wie diese einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt und zwar liegt derselbe mit dem Mittelpunkt des inncrn Kreises 
und dem Schwerpunkt dergestalt in gerader Linie, dass- dieser letztere von ihm 
halb so weit entfernt ist als vom Mittelpunkt. 
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1i. Ist S dieser gemeinsame Durdischuittspunkt, so ist MS halb so gross als Jer 
obere Abschnitt der von Ä auslaufenden innerii Winkelhalbierenden, also auch 
gleich der Hälfte sowohl von By als Cß, mithin liegen, da By |[MS {| Cß nicht 
nur die Punkle B, S, ß sondern auch C, S, y in gerader Linie, es fallt also unaer 
Punkt S zusammen mit dem schon früher (66) erwähnten gemeinsamen Durch- 
schnittsjiunkt der Transversalen Act, Bß, Cy, 
tiö. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Geraden RT, weiche durch iiic Haihie- 
rungspunklc V, Q der Diagonalen unseres Vierecks F' bestimmt wird, 

a. Von dieser Geraden haben wir bereits (67, Zus.) bewiesen, dass sie der durch A 
gehenden äussern Winkelhalbierenden parallel und somit, dass AR ;= AT ist. 
Ks iässt sich ferner ganz auf dieselbe Weise, die wir zu Anfang des viiiigeu 
Paragraphen für ßO und CN etc. angewendet haben, zeigen, dass 

BR = H'T uud I'R = CT. 
Demnach ist: 

BR — PR = H'T — PR = IPA - PÄ = b — c, 
also, weil BR + PR = a, 

BR =:: H'T = » (a + b — c) uud 
CT-= PR = ^ (a - b + c), 

d, h. unsere Gerade schneidet die Seiten BP und CH* in den Berührungspunkten des iirr Seile 
a gehörigen äussern Berührungskreises. 

b. Daher ist 

AR = AT = 1 (a + b 4- c). 

c. Da, wie bereits früher bemerkt, PLQM ein Rhombus und die eine seiner Diagonalen 

LM = a cos 7^ 
so ergiebt sich als Werth für die andere 
PQ =:: a sin ^- 

d. Zieht man 

CZ II RT, so ist AC = ÄZ und CZ = 2 b sin |^ , 
also, da P Ilalbierungspunkt von CP, 
PR = 

QT = c . sin ^ 
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Das aus den Seitenlangen PQ, PR, QT construierte Dreieck, dass wir mit t 
bezeiclinen wollen, ist daher auch dem Urdreieclt so wie unsern in (68, e) betrach- 
leteü DreieckeQ V, t", V" ähnlich, und zwar ist 

't = siui A . A 



t' + 't=(cos^|^+sia^^)A = 



in gleicher Weise ist, wenn "{, und '"t für den zweiten und dritten Hauptort 
dieselbe Bedeutung erhalten, wie 't für den ersten, 

t" + "t = i"' + "'t = ^- 

g. Ist das Ürdreieck in A rechtwinkelig, so ist 

t' ^'t 
h, Ist Ä = 60", so ist 

t' - 3't 

i. Aus bekannten den Schwerpunkt betreffenden Eigenschaften der Vierecke folgt, 
dass nnsere Gerade LM hinreichend verlängert auch durch den Halbierungspunkt 
U von Hl gehen und dass überdiess LM = Mü sein muss, 
d. h. die Halbier ungS]) unkte der zwischen ihren bestimmenden Punkten enthaltenen Strecken eines 
Hanptortes und des mit ihm zu einerlei Dreiecksseite gehörigen inuern Ortes liegen mit dein 
HalbieruDgspnnkt ihrer Dreiecksseite in gerader Linie und zwar letzterer von beiden erstem 
gleich weit entfernt. 

70. VerlUngcrt man die Geraden, welche durch die Halbierungspunkte der Diagonalen in 
nnseru Vierecken F', F", F'" bestimmt werden, bis zum gegenseitigen Durchschnitt, so ist das 
so erhaltene Dreieck aßy, '(Fig. 9) wie man ohne Schwierigkeit sieht, dem Dreieck ähnlich, 
welches die Mittelpunkte der drei äussern Berührungskreise zu seinen Ecken hat; seine Winkel 
sind also einzeln gleich den Hälften der Summen je zweier Winkel des Urdreiecks, und zwar ist 

ßaY = iiB + C), aft' = ^(Ä + C), ayß=},{A + B). 

B. Ist nun der Mittelpunkt des äussern Kreises unseres Dreiecks aßy, und mau 
zieht den Radius jSO, so ist der Winkel 0;?«, weil er, nach bekannter Eigenschaft 
der Dreiecke, das Complement zum Gegenwinkel der Seite a/S, also zu J CA+B) 
bildet, gleich der Hälfte von C. 
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Da nun, me vir bereits visseu, 

CX = CT, also Ctx = ^ (A + B), 

so miiss, wenn K den DurcUschnittspunkt zwischen dem Radius Oß und der Seite 
AC bezeichnet, Dreieck /3KT in K rechtwinkelig sein. Aehnliches lässt sich natür- 
lich für die beiden andern Radien 0«, O7 in Beziehung auf die Seiten BC und 
AB erweisen; also 
die drei Radien des äussern Kreises yom Dreieck aßy, welche durch dessen Ecken 
bestimmt werden, stehen einzeln auf den Seiten des Urdreiecks senkrecht. 

b. Nach dem, was in dem vorigen Paragraph nachgewiesen worden, ist 

CY' = AY = Ha — b + c), BX = CX' = I (— a + b + c), AZ' = BZ = ^ (u + b-c) 
d. h. je zwei Seiten des Dreiecks cißy schneiden auf einer der Seilen des urdreiecks, von dem 
einen und andern Endpunkt aus gerechuet, gleiche Segmente ab, und zwar auf derjenigen, auf 
weichet der durch die genieinschaftliche Ecke eben dieser beiden Seiten bestimntte Radius vom 
äussern Kreise des Dreiecks aßy senkrecht steht, 

c. Daher ist 

Yy' = b + a— b + c = a + c und 

A 

_ 8in^(B-f-C) _ '"' 2 

^^ ~ sinHA+C) ■ ^^ - — ß- • '^+ '^>'' '-^"' 
cos^ 

cos "^ ■ - 
KY = ,3Y . sin j = — ^S- . 2R (si„ A + sin C> 



= 4R sin ^ cos ^ cos j (A — C) 

Nennt man nun K' den Fusspiinkt des Höhenperpendikels von B auf AC, so 
AK' = — c. coa A , also 
K'Y = i (a— b + c) + c . cos Ä == R (sin A — sin B + sin C> + 2R sin C c 













= 


4R 


sin 


u- 




Es ist aber 
















cos 


^.A= 


cos 


£(2 CO,. 


' 2 


- 





= 


2 cos' 



+ coS:t- 



-cos£-sinl (A + B), 
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■ l^ätos ^ , 



= cos ^ A . cos -1 (A — C, 
mithin 

K'Y = 4R sin ~ cos ^ cos • (A — C) = KY , 

es fallen also die Punkte K und K' zasammeD, 
d. h. die voiker (a) naher bezeichneten Radien des MreUes um Dreieck aßy sind nicht blos 
senkrecht auf den einzelnen Seiten des ürdretecks sondern geben ausserdem auch durch die 
Gegenecken de) Seiten, auf denen w senkiecht stehen; der Mittelpunkt dieses äussern Kreises 
fälU also zusammen mit dem Hohendurchschmü des Vrdreiecks. 

d Verldngert man D'A bis 7um Durchschnitt L mit ay so ist Aha = 90" weil 

die hthenkel dieses Winkels einzeln parallel sind den beiden durch B gehenden 

A\ inkelhalbierenden des Lrdreiecks; es ist daher 

AL = AZ' 



Bio 


4Z'L 


= 


i («+li 


-c] 


1 sin i (A+C) 








= 


.H...i 


. B C B 

sin ^ cos ^ cos g- 




AL 




4H sin 


A 
2 


. B B 

smjcosjco. 


c 

2 



und natürlich in ähnHcher Weise 

Bß = r", Cy — r'" 

d. h. die Ecken des Dreiecks aßy sind einsein von denjenigen Ecken des Urdräecks, die mit 
ihnen und dem Mittelpunkt des Kreises um aßy in gerader Linie Hegen, um die Länge der 
Radien der äussern Berührungskreise des Vrdreiecks entfernt. 
e. Es ist 

0« = Aß~ ÄO 
= r' — AO 
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= 4R Sil. I cos |- cos S + 2R (l - 2 sia^ -^) 

4T, ■ A r B C ■ aI , .,„ 
= 411 sm — I cos -^ cos „- ^ sm k- j + in. 



i. h. der Jtadius des Kreises um Dreieck aßy ist um den Radius des innern Benihningskräses 
des ürdreiecks grösser als der Durchmesser von- dessen äussern Kreis. 

: + r' + r" + r'" 



2 ~ 2 

so ist anch On = ^' "*" '^ \^" "*" ^'" 

der Radius des äussern Kreises vom Dreieck aßy ist gleich dem arithmeUschen Mittel der 
von den vier Serührungskreisen des Ürdreiecks. 

Anmerkung, Zur VaNslSiidigkeU der Unlersueliuiig wütde gebOreu, dHss nun die den Nelieiluilerii zugebuiigciL 
Vierecke aiinllclien Beliaclilungün unlerworftn nurden, uie es In dem Voi hergehenden mit den Vierecken der Baupt- 
Orfer gescbeben Isl. Mun durne Bicli zum \'orHus ufiei^eugl) bullen, dusH diese Unlersucbung za manchem inleiesaanien 
BeauIUt fiibren wurde. Allein der Baum geslatlet uns nicbt, auf dieselbe einzugeben. Cm so angelegenlliaber eulpff ]>U >■ 
wli sie unsern Lesern nur eignen niibern Beaclilung. 

71. Der früher (57, Aiim.) gegebenen Zusage geniSäs, kmimieB wir noch einmal .tut die 
Kreise zurück, die sich um die Dreiecke hesclireib<;n Ussen, welelie dieeinzeliiettEnlferniiiigsiirifr 
mit den beiden nicht zugehörigen Seiten bilden, und namentlich Ut es die Lage ihrer Mittelpunkle, 
die wir dabei ins Auge fassen, nachdem über die Grösse ihrer Radien das Niithige bereits bei- 
gebracht iät. Diese Untersuchung kann aber nicht besser vorbereitet werden, ais diiss wir eii' 
Paar Sätze aus der Kreislebre als Lcbnsätze voraus schicken. 

a. Verlangett man eine der äussern Winkelhalbierenden eines Dreiecks bis sie die 
Peiipherie des äussern Kreises zum zweitenmal schneidet in L (Fig. 10), couslruiert 
für diese Strecke ÄL die Mittelsenkrechte NQ und beschreibt von einem beliebigeu 
Punkt dieser lelzlera als Mittelpunkt mit seiner Entfernung von einem der End- 
punkte A, L der erstem einen Kreis, so sind \on den beiden deai halbierten 
Aussen B in kel anliegenden Seiten diejenigen Segmente, welche zwischen ihren nicht 
gemeinschaftlichen Endpunkten, B, C und zwischen den nicht gemeinschaftlichen 
DuichschnitsspunUtcn R, S mit der Peripherie des eben genannten Kreises enl- 
halteu sind \on gleicher Lange, 
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Üenii wenn AD iooere Winkel halbieren de ist, so steht sie auf der äusseru AL 

senkrecht; es liegen also D und L mit dem Mittelpunkte M des äussern Kreises 
vom Urdreieck in gerader Linie, mithin ist, weil D der Haibienißgspunkt des 
Bogeiis BDE, L der Halbierungsjiunkt von BÄC, also ist BL = CL. 

Da nan ferner ABL = ÄCL, ÄRL = ASL uud darum auch die Nebenwinkel 
dieser letztem BRL und CSL von gleicher Grösse, so sind die Dreiecke BRL 
und CSL congruent, also BR = CS. 

b. Da auf unserer Mittelsenkiechten NQ der Mitttlpunkt M dts lussern Ktcisis tum 
Urdreieck liegt, so gehurt auch dieser Kreis zu dtr Classe dtr m Rtde stehenden, 
und zwar in sofern als die Segmente welche duich seine Peripherie aui den *ieiteii 
BA und CA von den nicht gemeinsich'iHlichi.n Endpunkten aus abgeschniften «(tden 
gleich Null, also eimndir gleich sind 

c. In allen Füllen » wo dei Mittelpaukt des neuen Kreises nicht mit M /usimmei! 
fällt, sind die beiden hegmente nicht gleich Äuil, und zwar ist, wie leicht zu 
erachten, die Lange derselben in der Hauptsache une Function lon der Entfei 
nuiig der beiden Mittelpunkte und M Die Form dieser Functi n wollen wii 
näher zu bestimmen suchen Zu dem Ende heisre d die Enifeinung der Mittel 
punkte und M, MG und OK seien senl recht luf ÄC, also &K die Orthogonil 
pi-ojectiou von Ü>I, mithin, di NQ parallel 4.D, und d-^shalb AC unter einem 

A A 

Winkel = -- schneidet, KG = d , cos |j- 

Es ist aber 

CS = AC — AS = 2AG — 2 AK = 2KG , 
und darum 

BR = CS -= 2 d . cos ^ 

d. h. die Lange jedes unserer beiden gleichen Seitensegmente betragt das Doppelte der Ortho- 
gonalprojection von der Entfernung der beiden Mittelpunkte und M auf eine der beiden 
Dreiecbsseiten, denen diese Segmente angehören. 

d. Aus dieser einfachen Form unserer Function ergiebt sich sofort , dass für die 
absolute Länge der Seitensegmento nichts darauf ankömmt, ob man auf derMiitel- 
seukrechteH NQ den Mittelpunkt in der Entfernung d \on M aus nach der 
dnen oder andern Richtung hin — in unserer Figur nach N oder U hin — nimmt. 
Wenn also MO' = MO, so ist 0' der Mittelpunkt eines zweiten Kreises, für 
welchen die Länge der gleichen Seitensegmenle dieselbe ist wie für den Kreis, 
dessen Centrum 0; und so gehören zu je zwei solchen Kreisen, deren Mittelpunkte 
vun M ans nach der einen und andern Seite hin gleichweit entfernt sind, vier 
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Seitensegmeiite von einerlei Länge. Aber auch umgekehrt, gleiche Grösse der 
bcldea Segmente Dpaaro zweier Kreise bedingt gleiche Eutl'ernung ihrer Centsa 
vom Mittelpunkt M. 

Solche Kreise mögen zusammengehörige oder einander zugeordnete 
heissea. 

Neben der IJeberein Stimmung zweier ausamm engehörig er Kreise lelgt sich aber 
auch eine Verschiedenheit, die sich in der Lage der Seitensegmente kundgiebt, 
Während für den einen Kreis die gleichen Segmente von den nicht gemeinschaft- 
lichen Endpunkten der Seiten aus, zu denen sie gehören, gerechnet nach innen 
liegen, haben sie für den andern die entgegengesetzte Lage nach aussen. Ein 
solcher fiegenswtz der Lage stellt sich in den Segmenten CS und CS' (Fig. 10) 
heraus, von denen jenes zu dem Kreis um 0, dieses zum Kreis um 0' gehört. 
Fragt man, woran mun bei zwei zusammengehörigen Kreisen erkenne, ■welchem 
von ihnen die Innern und welchem die äussern Seitensegmente zugehören, so ^sst 
sich darauf leicht antworten. Innere Segmente entstehen für jeden Kreis, dessen 
Mittelpunkt von M aus nach der Richtung hin genommen wird, nach welcher der 
Scheitel des halbierten Aussenwinkeis liegt, äussere im entgegengesetzten Falle. 
. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich aus dem vorher (c) für die Länge der Seiten- 
segmeute gefundeneu Werthausdruck, dass für verschiedene Kreise die Längen der 
zu ihnen gehörigen Seitensegmente sich eben so verhalten wie die Entfernungen 
ihrer Mittelpunkte von dem Mittelpunkt des äussern Kreises des Urdrciecks. 
Verfährt man mit der innern Winkelhalbierenden eben so wie vorher mit der 
iiussern, Konstruiert man also für den Theil derselben AD (Fig. 10), welcher 
Sehne vom äussern Kreis des Ürdreiecks ist, die Älittelsenkrecbte XZ und von 
einem beliebigen Punkt P derselben als Mittelpunkt mit seiner Entfernung von 
A oder D als Radius einen Kreis, so sind auch jetzt von den beiden den hal- 
bierten Winkel einschliessenden Seiten diejenigen Segmente BT, CU, welche von 
den nicht gemeinsamen Endpunkten aus durch die nicht gemeinsamen Durchschnitts- 
punkte zwischen unsern Seiten und der Kreis jieriphevie bestimmt werden, von 
gleicher Länge. Denn auf ganz ähnliche Weise wie in (a) lässt sich zeigen, dass 
BT und Cü entsprechende Seiten congruenter Dreiecke sind. 
Diese zweite Classe von Kreisen unterscheidet sich von der ersten durch die 
üngleichmässigkeit, welche sich in der Lage je zweier zusammengehöriger Segmente 
zeigt; denn eines wie BT ist ein inneres, das andere wie CU ein äusseres, und 
zwar gehört letzteres derjenigen Dreiecksseite au, nach welcher hin von M aus 
der Mittelpunkt P des zugehörigen Kreises genommen ist. Auch bei dieser Classe 
von Kreisen wird, wenn P mit M zusammenfällt, die Segmentenlänge zu Null. 
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k. Darch ganz ähnüdie Betrachtungen wie früher in (c) findet man, wenn S die 
Entfernung der Mittelpnukte P und M bezeichnet, 

BT = CU = 2 d sin ^ . 

Also auch hier hängt die SegmentenlUnge ausser der Grösse des Winkels A 
lediglich von der Grösse von d ab. 
I. Ist der halbierte Winkel A dasarithmetische Mittel zwischen den bdden andern 
Winkeln, also im Dreieck ein nach den Winkeln halb regelmässiges, so ist 

BT = CU = <J 
d. b. dann ist die Segmenten länge gerade so gross als die Entfernung der Mittelpunkte. 

Anmerkung. D c 1 e den n (it] und (Ii] nal er be/eiclii e cn Lelir'dTze fliden sich so mcI mir bekam l 
zur Zelt eelbet in ausFübrl cl en I>i>lir ind H tr dbuci ern der Geonteliie i lel]( Sie \ erd et cii Aber w egen ibrer Muu 
lichkeit in dieselben iiuti,«iiiimp en %a neid«Q Icli enpfclle sie daliec zur naberen Beuch ui g 

72. Versuchen wii nun mit Hulft der to eben entmckelten Sdtze die naheie Bestimmung, 
der Lage der Mittelpunkte ■von den Kieiseu, welcbi. btch um die >on den cinzelntn Entlernungs 
örtern mit den ihre beiden bestimmtndtn Funkti enthiltenden Dieiecksseittn gebildeten neuen 
Dreiecke beschreiben litsstn 

Der nothwendigen K.uize halber mij jedeb Dineck dieser Äit äusseres olei innertb 
iieissen, je nachdem dtr dasselbe erzeugende Oit zu den aus'^ern oder zu den innern gebort , die 
Mittelpunkte der äuwern Dreiecke mugen kuizwe^ ausseie uud die der innein innere genannt 
werden; gleichnamig sollen je drei solche äussere Mittelpunkte heissen, wenn deien znge 
hörige Dreiecke von drei zu eineilei Seite de* Uidiuecks gehörigen äussern Ocrtein gebildet 
werden. 

Mittelpunktdreiecke sind alle diejenigen, welche durch irgend drei unserer Mittel 
punkte als Spitzen bestimmt werden ein solches Diueck bekommt den besondern Beinamen 
gleichnamig wenn die drti bestimmenden Centrt gleichnamige sind Aeusseres Mittelpunkt 
dreieck soll insbesondere dasjenige genannt werden dessen 'Spitzen die Mitteipuiikle dei Kreist 
sind, welche sich um die \on den Hiuploittrn gedildeten Drutcke beschieiben lassen 

Zugeordnet nennen v.n znei Punkte in Buithuu^ auf einen dritten, wenn sie mit 
diesem in gerader Linie liegen und zwir dieser mitten zwischen ihnen In unserer Figui II ist 
M der Mittelpunkt -som äussern Kieise dts Urdreiecks, M , M , M sind die drei innern 
Mittelpunkte; die ubugen neun bildtn die tusscin, und zwar M , M, M die gleichnamigen 
2ur Seite a etc. 

Ausserdem möge hier noch an die bekannten Beziehungen erinnert werden, denen zufolge, 
wenn AOQ, BOR, COS {Fig. 11) die drei innern Winkelhalbierenden des ürdreiks sind, 
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US = 2 K cos 1^ , QS = 2 R cos ^ , UR = 2 R cos ^ 

a. Zuvüi'derst aber ist klar, dass zu dea im vorigen Paragraph betrachteten Kreisen 
auch diejenigea gehören, deren Mittelpunkte ihrer Lage nach wir näher bestimmen 
wollen, Sie bilden offenbar die hesonderu Fälle, wo die zugehörigen Segmenteu- 
längen den eiuzcluen Seiten des ürdreiecks gleich sind. So ist z. ß. der Kreis 
um Dreieck C0E (Fig. 6) ein solcher, la dem eine innere Segmentenlänge = c 
gehört, während der Kreis um CD'E' zwei eben so grosse aber äussere Segmente 
hat; dieselbe Segmeuten länge haben ferner anch die Kreise um CD'E und CDE', 
nur dass die Segmente seibat ungleichartig sind, iu'lem das eine ein äusseres, das 
andere ein inneres ist. 

iraus folgt nun: 

b. Die Mittelpunkte unserer sämmtliehen zwölf Kreise liegen auf den sechs Geraden, 
welche die Mittelsenkrechten für diejenigen Segmente der sechs Winkelhalbierenden 
des [Jrdreiecks bilden, die Sehnen seines äussern Kreises sind, also auf Gerade», 
welche diesen Winkelhalbierenden selbst [inrallel sind. 

c. Insbesondere liegen die drei Innern Mittel [tunkte und von den äussern diejenigen, 
welche zu den von den llauptÖrtern gebildeten Diiiecken gehören, auf den Mittel- 
senkrechten der drei äussern Winkelhaibierenden, die übrigen auf denen der Innern. 

d. Auf einer und derselben Mittelsenkrechten, also mit dem Mittelpunkte des äussern 
Kreises vom Urdreieck in gerader Linie, und zwai wegen 71, d in gleicher Ent- 
fernung von ihm, oder diesem zugeordnet liegen je z\ ei solche unserer Mittelpunkte, 
welche zu Kreisen gehören, deren Segmenteutängen einer und derselben Dreiecks- 
seite gleich und wo beide Paare dieser Segmeute zugleich entweder gleichart^ 
(als äussere oder innere) oder ungleichartig sind. Einander zugeordnet sind dem- 
nach M, und M', M„ und M", M,„ und M'", 'M und ,„M , "M.iind ,M, 
'"M und „M. 

e. Je zwei Paare zugeordneter Mittelpunkte bilden daher die Ecken eines Parallelo- 
gramms j es ist mithin jeder derselben von einem der ihm nicht zugeordneten eben 
SU weit entfernt als die beiden noch übrigen von einander. 

f. Hebt man bei drei Paaren zugeordneter Mittelpunkte drei einzelne dergestalt aus, 
dass keiner den beiden andern zugeordnet ist, so bilden sie die Spitzen eines 
Dreiecks, welches dem durch die drei übrigen bestimmten Dreiecke congruent ist, 

Aehnliches gilt von vier, fünf, ja von allen sechs Paaren zugeordneter MitteU 
{tunkte. 
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g. Fragt man, wie gross die Entfernutig sei, in weicher sich die zu den einzelnen 

Paaren geliörigen Mittelpunkte vom Centrum des äussern Kreises unseres Urdreiecks 
bermtleti, so gelangt man ohne Schwierigkeit zu einer Antwort durch die in 71, c 
nnd 71, k festgestellten Bezieinuigen. 
Handelt es sich z. B. um die Mittelpunkte M, und M', so erhält man, weil die S 
länge ihrer Kreise der Seite a des Urdreiecks gleich ist, aus 71, c unmittelbar 





a = 2 d cos g- , also auch 


.u..^ 


.o4 = 2d™s^, „Hbin 




d = 2B sin j oder 




MM, = MM' = 2R sin ^ 


und ähnlich 


MM„ = MM" = 2 H sin 1 




MM,„ = MM"' = 2R sin 1 . 



Wendet man 71, k eben so auf die Kreise der von Nebenöi-tern gebildeten Dreiecke 
wie es so eben mit 71, c iur die andern geschehen ist, so erhält man; 



2 

"MM = ,MM = 2 R cos 5 

h. Hieraus folgt nun weiter, dass 

MM, = MM' = 2R ein ^ = OQ, 
also M,M' = 20Q = 00' 

nnd ähnlicli M„M" = 00", M„,M'" = 00'" 

Ferner '"MM = „MM = 2R cos ^ = RS, 
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also "'M„M = 2RS = 0"0"' und dem en1spreclien<! ; 

'M,„M = 2QS = O'O'" 
"M,M = 2QR = O'O" 

d. h. die Entfernungen von je zwei zugeordneten MiUelpunkten unserer zwölf Kreise sind einzeln 
den Enlfemuiigen gleich, welche die Mittelpunkte der vier BeriikrungshTeise des Urdreiechs unier 
einander kabm. 

i. Da, wie wir bereits wissen, MM' \\. OQ, so ist auch OM, 4^ QM, und in älmliclier 
Weise 0M„ || RM, 0M,„ 4j: SM, also musa, weil QM = RM = SM ist, aurh 
OM, = 0M„ = 0M„, sein, 
d. h. der Kreis um das innere MUlelpunkldreieck ist coiiceaUisch mil dem innern Berührungs- 
kreise des Urdreiecks. 

k. Olme alle Schwierigkeit sieht man, dasa man den iMiUelpuiikt Ans Kreises inn das 
üiisaerß Mittclpuoktdfcieck M'M"M'" erhält, wenn man la dem Mittelpunkt des 
innern Berüiirungskrelses vom ürdreieck den in ßuziehnng auf M zugeordnete» 
nimmt, und dass darum dieser Kreis selbst von ;^|eicher GrÜssu mit den Kreisen 
um das innere MiUclpunktdrüicck und um das L'i'dreieck sein mus. 
J. Da MQ als der Radius, welcher durch den Halbierangsjiunkt U eines zu AB als 
Sehne gehörigen Bogen bestimmt wird, senkrecht auf der Sehne AB steht, so ist 
auch M,0 senkrecht auf AB, und in entsprecliender Weise M,,0 auf AC , M,„0 
anf AB, afsu 
Hegen die Spitzen des iimera Millelpunktdreiecks auf denjenigen drei Radien des innern 
Berükrungskreises vom Urdreieek, welche durch die Berührungspunkte bestimmt werden, und 
zwar erhält man diese Spitzen wenn man jeden der genannten Radien über ihren gemeinsamen 
Endpunkt hinaus um die Länge des Radius vom äussern Kreise des Urdreiecks verlängert, 
m. Die Spitzen des in Rede siehenden Mitlelpunktdreiecks sind also einzeln non de>i 
zugehörigen, d. h. von denjenigen Seiten des urdreiecks, die ihnen ihren Namen, 
gegeben haben, gleichweit entfernt und zwar um die Summe der Radien R und r. 
a. Aber nicht hios von den zngeliörigen Seiten des Urdreiecks, sondern auch von 
deren Gegenecken haben die einzelneu Spitzen des mehrgenannten Mittclpunkt- 
dreiecks gleiche Entfernung; denn da in dem Viereck AOMM, ein Paar zugeord- 
neter Seiten AO und MM, parallel, ein zweites Paar AM und OM, viin gleicher 
Grösse, so ist dasselbe ein Ämiparnlielogramni, also auch AM, = OM und aus 
gleichem Grunde, BM„ = OM = CM,„ 
d. h, die Spitzen des innern Mittelpunktdreiecks sind einzeln von den Gegenecken der zugehörigen 
Seiten des Urdreiecks gleickweit entfernt und zwar um die Lange der innern, Exeenlriciläl 
dieses Urdreiecks. 
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w.ts im §. 28 der Cnleisncliung über 

0. Ganz ähnliche Beziehungen wie die für das inuere Mittelpunktdreieck entwickelten 
goUcn für die aus je drei gleichnamigen äussern Mittelpnkten gebildeten Dreiecke, 
also für ,M'MM", „M"MM" und ,„M"'MM"' 

Denn d.1, wie wir wissen, ,M"M -^ O'O", nach bekannter Eigenschaft der Dreiecke 

aber V der Ha!ijienings[)UDkt von O'O", so ist auch ,MM 4f VO und darum MV 

4f ,M0', und in gauz entsprechender Weise 'MO' ^ Mü, M'O' -\^ MQ, 

d. h. der Kreis um das aus den gleichnamigen äussern MittelpunMen der Seite a gebildete 

Dreieck ist concentrisch mit dem zu eben dieser Seite gekörigen äussern Berührungslcreia des 

Urdreieeks und von gleicher Grösse mit dem Kreise um dieses ürdreieck. 

p. Aehiilichfs gilt natürlich für die durch die gieidinamigen äussern Mittelpunkte der 
Seiten b und c bestimmten Dreiecke; also 
fallen die Cenlra der Kreise um das innere und die drei gleichnamigen äussern Mtttelpunkt- 
dreieche einzeln zusammen mit den enifprechenden Mittelpunkten der vier Serührungskreise des 
Vrdreiechs; die Kreise selbst sind unter sich und mit dem Kreis um das Vrdreiech von 
gleicher Grösse. 

q. Es ist, wie wir gesehen haben, 0',M || VM; aber VM miiss, weil SC und CV 
auf einander senkrecht stehen, lej'iängert durch S gehen, also senkrecht auf AB 
sein; darum ist auch 0',M senkrecht auf AB, und aus gleichem Grunde O'M' auf 
BC, so wie 0"M auf AC. 

Aebiiliches und aus ähnlichen Gründen lÜsst sich für die beiden Dreiecke „M"MM" 
und ,„M"'MM"' nachweisen, also 
die Spitzen jedes durch drei gleichnamige äussere Millel])unkte bestimmten Dreiecks liegen auf 
denjenigen drei Radien des mit den SHtletpunkten zu einerlei Sdle des Urdreieeks gehörigen 
äussern Berührung skr eises , welche durch die Berührungspunkte bestimmt werden, und zwar 
erhält man diese Spitzen, wenn man auf jeder der drei genannten Ternionen von Radien von 
dem gemeinsamen Durchschnitlspunkle jeder einzelnen aus Stücken abschneidet, icelche gleich 
sind dem Halbmesser des Kreises um das Ürdreieck. 

r. Demnach sind die Miitelpunkle M', 'M, ,M einzeln von den Urdreiecksseiteu a, b, c 
gleicbweit entfernt und zwar um die Länge r' — R; dem entsptechend betiagt 
die Entfernung der Mittelpunkte M", "H, „M beziehungsweise \ou den Seiten 
b, c, a so viel als der (jeberschuas von r" über R; den Werth i " — H hat 
endlich die Entfernung der drei Mittelpunkte M'", '"M, „,M beziehungsweise von 
den Seiten c, a, h. 
8. Aber nicht blüs von den Seien des Urdreieeks sind unsere gleiclluamigpii äussern 
Mittelpunkte in der so eben näher angegebenen Weise gleichweil eutfernl, sondern 
auch von deren Gegenecken, 
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Die Vierecke BM'MO' imd CM MO' liml 4n[iparilli;lograinme, \veil in jedem ein 

Paar Gegenseiten parallel, 'MM || BO uml MM |j CO , ein zweites Paar aber gleich, 

BM = O'M' und CM = ,M« , also auch MB = MO == MC; dass AM' = O'M', 

ist bereits bekannt; also M'A = MB = M( = e und natürlich M"B = "MC 

= „MA = e", so wie M"'t = ' M-V = ^B = e 

i. h. äie Spitzen jedes gleichnamigen aussein SlitlelpanlUdntecl '^ sind einzeln von den Ecken 

des Urdreiecks gleich weit entfernt und stcai um die aussei e Excentncttät derjenigen Seite des 

ürdreiecks, zu welcher die Mittelpunkt^ gehören 

t. Man liann inneres nnd äusseres Mtttelpunktdreiecli. t!s einander zageordiiet betrachten, 
da je zwei ihrer entspiech enden '^jiit/en diese f igeiisihaft haben; in gleicher 
Weise giebt es fiii jedes der drei gleichnamigen mss in Mittet punktdreiecke ein 
zugeordnetes, es gehören in dieser Beziehui g zusammen M"M,M und M,"M,„M, 
M""M„H und M,/"M,M, M' M M und M M M 

Die Mittelpunkte der Kieiso um je zwii zugemdiete Dreiecke sind, wie man 
ohne alle Sthwieiigkeit sieht und wie von cniem Paaie diess schon früher nach- 
gewiesen ist, auch ihrerseits einander zugeordnet. 

Es mügen diese den Punkten 0, 0', 0", 0"' zugeordneten Pinlti, bei ebungs- 
weise durch w, w', w", co'" bezeichnet werden. Has nun zui jidurst den Mittel- 
punkt w anlangt, so müssen, weil Mw =: MO, zwei Senkrechte von (j und auf 
HC gefällt, auf dieser Seite von ihrem HalbierungspuHkt aus nach beiden Seiten 
hin gleiche Stücken abschneiden, also müssen nach bikinntet Figensüiaft der 
Dreiecke die Fussjiuiikte der Senkrechten aus w und znsiinmenhlien, es liegt 
mithin der Mittelpunkt des aussein Mittelpunktdreiecl s aut dem Beruhrungshalb- 
messer der Seite a des zu ihr gehörigen äussern Beiulirungsl reise» \om Lrdreieck; 
auf gauz ähnliche Weise lässt sich leigeii, dass für die Seiten b und c Achnliches 
wie für a gelten d. h. dass tu auch auf den BeviihrnngshalbniLssern dei Seiten h 
und c in den zu ihnen gehörigen äussern Berühruugikieisen des Uidieiecks liegeu 
müsse. Also kann to kein anderer Punkt sein als der gemeinsame Durchschnitt 
der drei genanuten Berührungshalbmesser und fällt mithin nach einem aus der 
Di-eieckslehre bekannten Satze zusammen mit dem Mittelpunkte des Kreises um 
Dreieck 0'0"0"' 

Aehnliches gilt von den übrigen Mittelpunkten w', w", w'". Denn ohne alle 
Schwierigkeit sieht man, dass cj'M, , w'„,M, w"'M gleich und beziehungsweise 
parallel sein müssen mit O'M', Ü"iVf und 0',M, also auch einzeln auf den Seiten 
a, b, c des Urdreiecks senkrecht stehen, wie wir es von O'M', 0' 'M und 0',M bereits 
wissen; hieraus aber in Verbindung mit dem was wir bereits früher (q) erwiesen haben, 
folgt, dass tj'M, verlängert durch 0, w'"M durch 0" und w',„M durch 0'" gehen 
muss; es ist also w', ganz ähnlich wie w, der gemeinsame Durchschnitt dreier 
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Berührungshalbmesser, von denen einer dem iniiern, Jie beiden Lindern zwei äiisstni 

Beiuhrungskreisen des Urdieictk^angehüieu Ddsselbe gilt nalüilich \un d" und a<"' 
Zugieicli sehen wir, dass w' auch Mittelpunkt deb Krtises nin Dreieck 0"00"* 

ist, und dass w" und tj'" in dbnlichei Beziebuu^ zii den Dn.itcki.n t) (lU ' und 

O'OO" htehen 
u '^omit sind wir dahin gelangt, folgenden allgemeinen bitz .mlstellen iu kmineii 
Die sammlhchen zwölf MiUetpunUe der Kreise um die Dteietke, welche die zwülf Enlfetnunq'i- 
örler einzeln mit den beiden Seiten des Utdreiecks bilden, die ihie beslimmenden PunhU eul- 
halten, liegen auf den ztoolf duich die Berühr ungbpunUe bestimmten Halbmessern det »tei 
Bei uhrungsltretse des Uidreiechs, und zwar dergestalt, das» bestimmte, gleicnmassiq am ihnen 
gebildete Termonen gleichtoett — um den Radius des äussern Kreises vom Vrdreiecl — 
entfernt sind von den gemeinsamen Durehscknittspunkten emzetnet Termonen diesei Radien 

VnmerKung Die L'iilvrvuLliuiig Ist damit nicbt \fillig er--clittpA, nbvr Jedeiiblln so ueU geführt, das« ilie 
Laset tie Iciolil forliel/eii kuiiiien so lal ea / B iincenieln leicht, aus dem, «aa bereits iwcligenlesen Hordtn, 
lierzuleilen dita^ unsere ufiers gennnnteii alillelpunkldreiecICB einzeln congruent sind den üreiaükBii, welche durch die 
Wluhellialliieretiilen AQ, BR, Ct beslimml werden also den llreicrKen ait^, QOR ÜUh, nOS 



73. Die (tubsern Entfeioungsorter stimmen endlich auch in der Ligenschatt mit di ti 
ianern uberem, dass sie ihrei Ndlur dis Cntteinungsorter nicht \erlustig gehen, wenn mau iie 
sich, und iwdr sich selbst piialie!, fortbewegen Idsst, oder mit andern VVoiten, das» jede bLhebige 
in dei Ebene eines Dreiecks mit einem seiner aussein Entfeiuungsurter parallel gezogene Heidde 
in der Hauptsache den Chaiaktei dieses Lntlernungsortes theiit 

um sich \on der Richtigkeit unseier Beliauplung zu überzeugen sei SY (Fig. 12) eine 

beliebige mit dem Üussern Knll'ernungsort D'E' der Seite c parallele Gerade, nu£ ihr S ein 

beliebiger Punkt, NK, NL, NO, NQ senkrecht beziehungsweise auf a, b, c und D'E'. Alsdann ist 

(NK - NL + NO) c = BD' . NK — ÄE' . NL + AB . NO = 2 ANBD' — 2 ANAG + 2 ANAB 

= 2ÄBD'E'~2Z^ND'E' 

also, wenn wir den Inhalt von ABD'E', wie schon früliei-, dLiixh V, den des Dreiecks ND'Ij!' 
durch X bezeichnen, ^ 

NK ~ NL + NO = '*"'7^'' 

Nun ändert aber ofienbar dadurch, dass N beliebig duf XY fortrückt, nicht nur weder V 
noch c seine Giosse, soniiein auch nidil eiuuidl dds Dieieck \D'E', weil es, wie auch N uui' XY 
sich verseil i eben mu^e, iniuitr ditM Ibt 'THindiiJiie und iLlie beiiält, fulglich ist 
2i\'~2 } 
c 
ein von der besondem Lage des Punktes N auC XY unubliängiger GrÜssenwerth , iilso auch das 
diesem Ausdruck gleiche Aggregat NK — NL 4- NO ; die Gerade XY hat also den Charakter 
eines Entfernungsortes; und eben so ist es natiiriich mit allen Geraden, die äussern Entt'eraungs- 
örtorn parallel sind. 
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Lage die Parallele XY von D'E' aus, anstatt nach dem Dreieck hin, abwärts von diesem, 
so kehrte sich die Lage des Dreieclis ND'E' um und diimit das Vorzeicheu, mit dem es in dem 
Werthausdruck für NK — NL + AO erscheint; man hätte also dwnn 

c 

Bezeichnen wir nan, wenn NQ = d, ähnlich wie hei den innern Oertern eine Ternioii- 
liinge des neuen Ortes XY durch 2''^'*~'"ii dagegen diese Länge für einen Ort, der eben so 
weit als XY von D'E', aber nach der eutgcgengesetiten Seile hin, entfernt ist, durch 2'-'~" '"u 
so haben wir allgemein 

' r, ' ' C 

oder, da 

2^*^' "^ ,, = (a + b + c) sin C + -^' . d (A) 

S^^^'-'Jp = (a + h + c) sin C - -^- . i {B) 
und natürlicb entsprechende Ausdrücke für die übrigen Oertor. 
74. Hieraus folgt nun: 

a. Zieht man mit einem Uiissern Eutrernungsort auf beiden Seiten und in gleicher 
Entfernung von ihm zwei Parallelen, so bildet zwischen den Ternionlängen dieser 
beiden abgeleiteten Entfernuugsürter die des ursprünglichen das arithmetische Mittel. 

b. Für denjenigen aus D'E' abgeleiteten Entfernungsort, dessen TernionlUnge gleich 

Null, hat man (a + h + c) sin C = -=y- . d , und darum 

c. Nun ist aber leicht zu sehen, dass ein Punkt dieses ahgeleileteu Entfernungsortes 
der Fusspnnkt der zu Ä gehörigen innern Winkelhalbierenden ist; denn für den- 
selben verschwindet die zu a gehörige Senkrechte, die zu den beiden andern 
Dreiecksseiten gehörigen sind gleich gross, aber von entgegengesetzten Vorzeichen. 
Einen zweiten Punkt unseres in Rede stehenden Ortes bildet aus den so eben 
angegebenen Gründen der Fusspunkt der zu B gehörigen innern Winkelhai bierenden j 
mitbin bildet die diese beiden Fusspunkte verbindende Gerade unsern EntfernnngsorL 
Es muss als die die Fusspunkte der zu A und B gehörigen iuneren Winkelhalbierenden 
Verbindende von dem Hauptort der Seite c entfernt sein um die Länge der vierten 
Proportionale zur doppelten äussern Exceritrieilät dieser Seite, zu ihr selbst und 
zum Umfang des Dreiecks. 
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Aehi 1 1,1 es g\t n(iturli(.h für de bc Jen iiideri Seiten d a <!i 1 1 e t* \ It 
der Jii eru \S ikelhalb ereu kü best mn Len Du ecks 

imerkuug Ue '■e e dieses Drelu ks n 1 I ren u beg an e \ vr Jngt^ru d d su fu .t er 

gsOrler edei ins i»8 die v m ge ( e ^ie a f der i niH I t e tu spu k der jusse k h e e d 

r diu ianern En fprnu RKur er Ul sie i nd d e Ora £t vt nd r t dK du Oei st dd eleu 

>n denen lul fi b ae v« 

d. D hei the len die drei dtiddei welcl c iluich de Fusspuukte toi je zuei Diirri 
Wiikell alb creuilon Ix-stiMiit uetden die LigenschdU udcl nelclier von je drei 
Sei kiiclite 1 die nidD von e ntm bei eb gen Punkl einer von ihi en iif iie D eiecks, 
selci fällt eine so gross ist als die beiden dndeiii zusammen 

e. Vtriingeit min eine unserer drei (malen bis zum Dirchs-cl iitt u t deij gm 
Sc te den örd eiecl s auf welclier keinei ihiei beatinmenden Pu kte legt 
verschwindet für d csen Durdischnittspuukt die e ne von den seine Terniun bil leudc i 
Scnkiecbten, die beiden andern müssen diso danit das A^grigdC den V\trth^ult 
hcib von (,le eher (jruaae aber von entgegengesetzten \ rzeicheu sein Dies i 
Punkt mu a nUn einer der dussern Winkelhilbic enden des Lrdieiei.lvS dngth it 
und mithin derjeiige sein ii wekhem de in Rede stehenle Dieccksseite von 
der diissi n Minktlhilb erei den ihiei Gege itckc geachnitteu wud Wii gewinnen 
so den Lei» sitz 

Halbiert man in einem UB^leicbseit ge i Dreieck e iien der \üssenwinkel uu ) terb ndtt 
ausserdem die auf kssen Schenkeln liegenden Fuss[uikte der innern Winkelhalbierenden 
so liegt dir Du et schnitt jener Halbieteuden und dieser Verbindenden stets duf i r 
dritten Dieecksseite 

f. Demnach geboren de drei Puikte in welchei die (.tniel eu Se tm des ditcb 1 
Fisfipunkfe dei innern Winkel! ilbiei(.nden bestim ultn Dre ecks mit den nicht la^ 

h rg n d h die bestimnLndi.u Puikte nicht entballendea Seiten des I rdre etks 
zusimmentrcfTe 1 d iselbc gc ilen Linie an lut wel \itt sich wie ndü uess 
deDurcl chnitt>[ uukte der e nzeli e dusseiuW ukelbiib eienlen mit liende^ti 
seilen befinlen 

g. Som t gewnneu wir den bemcrkensueithen Lelisitz 

Die Dm cfischiutlspunhie der en^elnen äussern Giatizottei mil din zu ihen «mpiu j 
liehen Oerlem gehörigen Dreiecksseiten liegen auf einer Geraden, -wehhe den innern 
Oertern parallel ist, und zwar dm Gränzort derselben bildet. 

b. Construiert man zu einem äussern Hauptort denjenigen abgeleiteten, der von ihm nach 

der einen Seite hin eben so weit entferat Ist als der Gränzort nach der andern, so 

ist jede Ternionlänge dieses Ortes doppelt so gross als die des Hauptortes. 

i. Wenn man jeden von zwei solchen abgeleiteten Oertern desselben Hauptorles, 

welche sich auf beiden Seiten seines Granzortes und zwar in gleicher Eniferniing 
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von ihm befinden, eine TernioDiängc constmlerl , so ist von diesen sechs Senlc- 
rechtcü die Summe der an den additiven Flanlcen der Dreiecksseiten gelegeijoa 
so gross als die Summe der übrigen. 

Jeder zu einem äussern Hauptoi't als abgeleiteter geliörige Ort ist volkommeu 
bestimmt durch seine Ternionlänge, Denn ist diese bekannt, so weiss man auch, 
üb sie grässer oder lileiuer als die des Hauptortes ist, und weiss mithin, au£ 
welclier Seite des Hauptortes der abgeleitete liegen müsse ; aber man weiss auch 
ausserdem, wie weit nach dieser Richtung hin der abgeleitete Ort von seinem 
Hauptort enlfernt ist, da aus den am Schlüsse des vorigen Paragraphen entwickelten 
Gleichungen (Ä) und (B) sich ein bestimmter und bekannter Werth für d in allen 
den Fällen ergiebt, wo ^ ''' p oder 2^"' p bekannt ist. 

Fragte man i, B, nach demjenigen abgeleiteten Ort der Seite c d. h. zw dem 
Uauptort dieser Seite gehörigen, dessen Terniunläage so gross als die des inneru 
Ortes eben dieser Seite ist, so mnss derselbe vom Hnnplort aus nach dem Dreieck 
hin und iwar In einer Entfernung liegen, welche bestimmt wird durch die Gleichung 

d = [(a + b + c) sin C - (a + b - c) sin Cl ^ = -^ 



und welche mithin so gross ist als die dritte Proportionale zur äussern Bxcentricität 
von c und la dieser Seite selbst. 

Zieht man von einem Funkte einer I)ieie<ksseite aus zwei Gerade, die eine parallel 
mit dem äussern, die andere mit dem inaeni Enti'ernungsort dieser Seite, so haben 
diese beiden abgeleiteten Oerter offenbar durchweg gleiche Ternionlängen , da ja 
iÜr ihren gemeinsamen Durthschnittspunkt dieselben zwei Senkrechten — die dritte 
verschwindet — und mit denselben Vorzeichen genommen es sind, durch welche 
die Ter-iioulänge des eiuen wie des andern Ortes bestimmt wird. 

Umgekehrt müssen ein äusserer und ein zu derselben Dreiecksseite gehöriger 
innerer Entfernungsort, die beide einerlei Ternionlänge haben, seien sie beide 
abgeleitete oder nur einer, ihre lugehürige Dreiecksseito stets in einem und dem- 
selben Punkte schneiden. Denn könnten diese beiden Durchschnitlspunkte ver- 
schieden sein, so müsste, wenn man durch den des iiussern Ortes eine Gerade 
parallel mit dem inneru zöge, diese als innerer Ort verschieden von unserm in 
Rede stehenden sein, und doch mit ihm einerlei Ternionlänge haben, weil ja beide, 
der eine nach Voraussetzung der andere nach Construction, dieselbe Ternionlänge 
wie der äussere Ort hätten, es müsste also zwei verschiedene innere Oerter von 
einerlei Ternionlänge geben, was, wie wir aus aus (k) wissen, unmöglich ist. 
Hieraus ergiebt sich ein überaus einfaches Verfahren, zu jedem beliebigen äussern 
Entfeiiiuiigsori denjenigen zu derselben Dreiecksseite gehörigen Innern — und 
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umgekehrt — zu Huden, welcher mit dem gegebenen einerlei Ternioniänge hat. 
Man verlängert nämlich den gegeben Ort bis zum Durchschnitt mit der zugehürigeu 
Seite und zieht durch den so gewünnenen Punkt eine Gerade parallel mit dem 
innern Ort der genannten Seite, 
II, Es ist also nichts leichter, als überall da, wo es bei Entfernungsörtern nur nuf 
den Grössenwerlh ihrer Ternionläogen ankömmt, äussere Oerler durch innere und 
umgekehrt diese durch jene zu ersetzen. So werden z. B. die drei Hauptorter 
durch innere ersetzt, indem man durch die Punkte, in denen sie von ihren zuge- 
hörigen Seiten geschnitten werden, Parallelen mit den zu den Seiten gehörigen 
innern Oertern zieht. 
0. Construiert man drei solche äussere Oerler^ welche einerlei Ternioniänge haben, 
und verlängert jeden bis zum Durchschnitt mit seiner Dreiecksseite, so liegen 
diese drei Durchschnitlspunicte slets in gerader Linie und zwar auf dem innern 
Entfernung sort, welcher eben diese Ternioniänge hat. 

Denn coitstruiert mau für jeden dieser drei Punkte seinen iunera Entfernungsort, 
^0 sind deren reintunkagen, als einzeln denen der drei in Rede stehenden 
äussern Oertei gleich, auch unler sich gleich, alle drei Oerter bilden also nur einen 
einzigen innern Ort, auf dem unseie drei Durchschnittspunkte liegen, und der 
»dlurlich für alle seine Punkte dieselbe Ternioniänge hat, weiche den drei ihn 
bestimmenden Punkten zukommt 

Ein solcher Fall ist uutei indLin der, no man die drei äussern Oerter construiert, 
welche durch den Mittelpunkt des innern Berührungskreises vom Urdreieck gehen. 
Da diese offenbar alle drei den Radius des genannten Kreises zur Ternionlänga 
haben, <;o hegeu die Durchschniitspunkte zwischen ihnen uud ihren Dreiecksseitelt 
aut demjenigen innern Ort, der üben diese Teinionläuge hat. 

Anmerhang I Dieser Salz Ist nie min lelclil siebt eine Veiallgüineineiuiig des hUlier in (g} au fgosl eilten. 
Anmerkung 2 Man kann uI>io Jeden innern Eiitfernungsarl su anxelien , itls nei er durch die äussern Ent- 
fern ungsert er »eiche mit ibm glelcb Teruleilange laben besliumt worden. 

75 Da durch die bisherigen Mittheilungen über die Eutl'ernungsörter der Cegenstand 
wenigstens im Wesentlichen als eischopft betiathtet werden kann, so schliease ich dieselben. 
Indem ich mir lur diesen zweiten fhcil meinet 4ibeit dieselbe gütige Nachsicht erbitte, weiche 
sachkundige Mmner dem ersten hibeu zu theil werden lassen, bemerke ich, dass ich inzwischen 
einer neuen Classe von Oertern auf die Spur gekommen bin, welche ich, so weit es meine 
beschi-äukte Zeit gestattet, weiter verfolgen und die gewonnenen Resultate bei sich darbietender 
Gelegenheit bekannt machen werde. 
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